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“A matemdtica pura é, a sua maneira,
a poesia das ideias l6gicas.”

(EINSTEIN, 1935, p.1)



RESUMO

A regularizacao de Tikhonov € o método usual para resolver problemas inversos mal colocados,
recomendado quando se considera a presenca de erros experimentais nos dados de entrada.
No entanto, em alguns casos, o uso dessa técnica ainda ndo é suficiente para fornecer boas
solucdes. Neste trabalho, uma melhoria do método de regularizacao de Tikhonov foi proposta
e testada no problema inverso da radiagdo de corpo negro. A metodologia aqui empregada
consiste em substituir os operadores diferenciais de ordem inteira, presentes na solu¢do do
funcional original, por um operador diferencial de ordem ndo inteira. Esta proposta, inédita
na literatura, fornece uma maior flexibilidade para modelar a solu¢do de interesse, pois leva
em considera¢do dois pardmetros, A e a, diferente da técnica usual de Tikhonov. Além do
mais, esta proposta possui um maior espaco de solu¢do do que quando se considera operadores
de ordem inteira. Neste estudo, ¢ demonstrado de maneira clara que o uso de um operador
diferencial de ordem fraciondria fornece um resultado melhor do que a técnica usual, mesmo

quando considerada a presenca de erros experimentais.

Palavras-chaves: Calculo Fracionario. Derivada de Griinwald-Letnikov. Problema Inverso.

Regularizacao de Tikhonov.



ABSTRACT

Tikhonov regularization is a typical method used to solve ill-posed inverse problems, recom-
mended when experimental errors in input data are considered. However, for some cases, this
technique does not ensure good solutions. In this work, an improvement on the Tikhonov regu-
larization method was proposed and tested on the black body radiation problem solution. The
methodology consists in replacing the differential operator of integer-order, that can be found
in the solution of the original functional, for a differential operator of non-integer order. This
unprecedent proposal provides more flexibility regarding modeling the solution of interest, due
two parameters, A e o, which is different from the original Tikhonov method. Furthermore, it
has a greater solution space when compared to integer differential operators. In this work, it
is clearly shown that the differential operator of fractional order provides a better solution than

the usual method, even when the presence of experimental error is considered.

Keywords: Fractional Calculus. Griinwald-Letnikov derivative. Inverse Problem. Tikhonov

Regularization.
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1 INTRODUCAO

A Ciéncia, em esséncia, envolve dois importantes pilares, situacOes praticas, com a
observacao de experimentos, e/ou situacdes tedricas, onde modelos matemdticos sao desenvol-
vidos. Esses dois alicerces descrevem situagdes rotineiras na drea de Fisico-Quimica. Neste
cendrio, varios problemas surgem, muitos deles sendo resolvidos por técnicas de Problemas Di-
retos e outros por técnicas de Problemas Inversos, sempre envolvendo ferramentas matemaéticas
sofisticadas, como métodos numéricos, cdlculo diferencial e integral, regularizacdes e uso de

redes neurais artificiais (FERREIRA, 2016).

Problemas Inversos, de modo geral, sdo problemas que lidam com a obtencao da causa
de algum evento que € inacessivel diretamente no laboratdrio, através de efeitos que podem ser
observados diretamente nos experimentos. No entanto, nas rotinas laboratoriais, sempre estao
inclusos ruidos que sdo gerados, geralmente, por erros em medidas experimentais. Neste con-
texto, Problemas Inversos na presenca de erros experimentais, sdo denotados como Problemas

Inversos mal colocados (BRAGA et al., 2016; DE SOUZA, 2009).

Em Fisico-Quimica e dreas de Ciéncias em geral, a resolu¢do de Problemas Inversos
na presenga de erros experimentais ndo € uma tarefa trivial. Muitas vezes, resolver esse tipo de
problema por técnicas ja conhecidas, como por exemplo o método dos minimos quadrados, nao
¢ suficiente para obter resultados que satisfazem as exigéncias fisicas do problema, como uma

norma finita da solu¢cdo (LEMES, 2018).

Uma maneira de contornar essa dificuldade, € fazer uso de um método de regularizacdo
jé bastante consagrado na literatura, o método de regulariza¢cdo de Tikhonov, também chamado
de critério de regularizacdo de Tikhonov. Método esse desenvolvido por Phillips, em 1962 e

por Tikhonov, em 1963 (PHILLIPS, 1962; TIKHONOV, 1963).

Para muitas aplicacdes, o0 método de regularizagdo de Tikhonov tem sido usado com
grande sucesso (BRAGA, 2001; HANSEN, 1998; LEMES; BRAGA; BELCHIOR, 1998; VO-
GEL, 2002). No entanto, em alguns casos, como o mostrado neste trabalho, a solu¢do obtida por
esse método converge para solugdes que sao oscilantes e ndo fornecem resultados fisicamente

adequados ao problema. Neste caso, € necessdrio buscar outras estratégias.
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E neste cendrio que surge a proposta deste trabalho, descrever e examinar o aperfei-
coamento do método de regularizagdo de Tikhonov através da inclusido da derivada de ordem
fraciondria como critério adicional. Em outras palavras, a proposta deste estudo, inédita na li-
teratura, consiste em alterar a derivada ordindria no método de Tikhonov por uma derivada de

ordem ndo inteira.

Em uma breve busca na literatura, pode-se encontrar varios trabalhos que motivam o
uso da derivada de ordem fraciondria como uma alternativa melhor do que a derivada usual de

ordem inteira, como em alguns exemplos citados por Sun et al. (2018).

A tendéncia é que a derivada de ordem fraciondria diminua as oscilagdes da fungdo
que se deseja minimizar. Essa informacdo carrega a motivacdo para a mudanca na ordem das
derivadas. Além disso, outra motivacdo, de grande interesse em diversas dreas da Ciéncia, € o
fato da derivada de ordem fraciondria possuir um efeito de memdria. Isto significa 0o mesmo que
dizer que o operador derivada de ordem fraciondria é caracterizado como um operador nao local
(LEMES, 2018; WEI et al., 2017; TEODORO; OLIVEIRA; DE OLIVEIRA, 2018). Além do
mais, em uma perspectiva mais ampla, fazer uso de uma derivada fraciondria pode ajudar na

investigacdo do impacto que o Célculo Fracionario possui na realizagdo de Problemas Inversos.

No presente trabalho, a formulagdo de uma derivada fraciondria proposta por Griinwald
e Letnikov foi utilizada para generalizar o conceito de derivada de ordem inteira para ndo in-
teira. Das muitas definicdes para derivadas de ordem fraciondria, a de Griinwald-Letnikov se
apresenta com grande aplicabilidade, além de seu uso ser sugestivo quando se trabalha com a
resolugcdo de problemas de forma numérica, pelo fato de ser definida por um somatério (DE

OLIVEIRA; MACHADO, 2014).

Para testar o modelo matemadtico proposto neste trabalho, foi preciso aplica-lo em al-
gum exemplo. Nesse sentido, o problema inverso da radiacdo do corpo negro foi utilizado como
protétipo para investigar o método proposto. Em linhas gerais, esse problema consiste em deter-
minar, a partir do espectro de energia irradiada g(v), a distribui¢do da temperatura superficial,

f(T), de uma fonte considerada como um corpo negro (BOJARSKI, 1982).
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2 JUSTIFICATIVA

Em uma perspectiva mais ampla, o que motiva trabalhar com Calculo Fracionario (CF)
¢ descobrir o impacto que esta nova drea tem para as Ci€ncias aplicadas. Muitas questdes ainda
permanecem em aberto e precisam ser investigadas, por exemplo: o fato deste novo ramo da
Matematica ainda ndo possuir nenhuma defini¢do totalmente aceita pela comunidade cientifica
do que possa ser uma derivada fraciondria; qual seria uma interpretacdo fisica e geométrica
adequada; qual o momento mais apropriado para se aplicar uma derivada de ordem ndo inteira;

quando seria mais til; dentre outros.

E neste contexto que a Quimica Tedrica busca aplicar estes novos conceitos de CF a pro-
blemas tanto da Quimica, quanto da Fisica, Engenharia e muitas outras dreas do conhecimento,
no intuito de elucidar essa nova abordagem da matematica. Além do mais, como se sabe, este
¢ um dos fundamentos da Quimica Tedrica, propor novos caminhos para estudar problemas de

interesses gerais na Ciéncia.

Para alcancar esse objetivo mais amplo, € necessério cautela e a0 mesmo tempo pre-
cisdo, propor caminhos que sejam bem fundamentados pela Matematica. Uma estratégia para
tentar entender o significado dessa ordem fraciondria € visualizar aplicagcdes dessa derivada em
diferentes problemas, aplicar e ver como se comporta o sistema neste caso € analisar o que oca-
sionou de diferente, isto €, como a ordem fraciondria impactou no problema, podendo inferir

uma possivel interpretacao.

Em linhas gerais, o que motiva e justifica o uso do CF, em especial a derivada fraci-
ondria, é que essa derivada de ordem ndo inteira possui uma norma menor do que a proposta
pela derivada de ordem inteira. A tendéncia é que a derivada de ordem fraciondria diminua
as oscilagdes da funcdo que se deseja minimizar, isto €, essa derivada filtra essas oscilacoes,
ndo permitindo que a fun¢do exploda (Ié-se: va para infinito). Além, também, da derivada

fraciondria ser denominada como um operador ndo local, isto €, possuir um efeito de memdria.
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3 OBJETIVOS

3.1 OBJETIVO GERAL

Este trabalho tem como objetivo geral analisar o impacto da derivada de ordem fracio-
ndria na resolucdo de um Problema Inverso. Para tal, busca-se a comparagdo de qual processo
recupera melhor as informagdes de dados experimentais, sendo a norma da funcdo incégnita,
ora com a derivada de ordem inteira, ora com a derivada de ordem fraciondria. Em outras

palavras, o foco do trabalho foi obter uma solugio f, cuja norma residual ||Kf— g|| seja minima.

3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para alcancar este objetivo geral, € proposto 0s seguintes passos:

a) Utilizar a técnica de discretizacdo de varidveis no problema da radiacdo de corpo negro -

subsecao (5.1);

b) Simular computacionalmente os dados referentes ao espectro de emissao de radiacdo de

corpo negro - subsec¢do (5.2);

¢) Aplicar a técnica de Tikhonov ora com a derivada de ordem inteira, ora com a derivada
de ordem fraciondria, utilizando a derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov - subsecao

(5.3);

cal

d) Obter, através de um problema direto, o espectro de energia calculado, g°* - subsecdo

(5.4);

e) Propor programas (algoritmos) para a solucao das equagdes de interesse através do auxilio

do MATLAB - subsecao (5.5);

f) Sugerir uma interpretacdo, segundo a comparacio da ordem das derivadas, da influéncia

do Célculo Fracionédrio em Problemas Inversos mal colocados - secao (6).
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4 REFERENCIAL TEORICO

4.1 PROBLEMAS INVERSOS DE PRIMEIRA ORDEM

4.1.1 Defini¢cdo

A Matematica € uma linguagem extremamente importante no contexto da Quimica,
Fisica e Engenharia. Através dela, pode-se obter informacgdes valiosas a respeito de um ex-
perimento sob investigacao, incluindo desde dados de fécil acesso até dados de dificil acesso
e entendimento. Além disso, a Matemadtica nos possibilita uma visdo mais detalhada de um
certo experimento, trazendo mais certeza para os dados obtidos. De maneira geral, a ciéncia
dos numeros e das equacdes busca dar uma descricdo clara, consistente, verificavel e util dos

fenomenos da natureza, correlacionando seus efeitos a suas causas (DE SANTANA, 2016).

A estrutura matemadtica por trds de uma teoria, que descreva dados com efeitos men-
surdveis e causas presumidas, pode, de maneira geral, envolver equacdes integrais, diferenciais

ou um emaranhado conjunto delas e pode ser descrita como na equacdo (4.1) (LEMES, 2018).

K(f,g)=0 4.1)

Na equagdo (4.1), g representa alguma propriedade mensurével e f alguma propriedade
inacessivel diretamente no laboratdrio. Tais elementos descrevem o fendmeno a ser investigado
e sdo relacionados pelo operador K que, dentro do escopo da teoria, carregam entre si uma
relacdo de causa (f) e efeito (g). Tratando-se de um problema linear, a equacdo (4.1) pode ser

escrita na forma g = Kf (BRAGA et al., 2016; FERREIRA, 2016; DE SOUZA, 2009).

Imaginando uma operacdo matemadtica (K) em que algumas informagdes sobre f sdo
fornecidas, pode-se obter a solucdo de g. Esse é um tipico exemplo que os estudantes desde
sempre sdo treinados a resolver, caracterizado como Problema Direto (DE SOUZA, 2009).
Entretanto, os cientistas em suas pesquisas laboratoriais estdo, a todo momento, lidando com
Problemas Inversos, pois o que fazem, de maneira geral, é obter resultados experimentais e

se perguntarem a causa daquele efeito (resultado). Sendo assim, a execu¢@o de um Problema
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Inverso ocorre pela obtencdo de f a partir das informagdes de K e g, como apresentado na Figura

4.1 (BRAGA et al., 2016).

Figura 4.1 — Estrutura matemadtica de um problema fisico, onde a obten¢do de g é
realizada por um Problema Direto e a obten¢do de f por um Problema
Inverso.

g =Kf

* Problemadireto: Kef — g
f

* Problemainverso: Keg

efeito operador causa

Fonte: Da Autora (2020).

E possivel visualizar, com certa clareza, o que representa um Problema Inverso através
de um simples exemplo puramente matematico. O exemplo descrito na caixa a seguir, descreve
uma simples inversdo de uma fungdo escolhida, y = 10*. Portanto, se sdo fornecidos os valores
de entrada, x, facilmente se realiza o Problema Direto e obtém-se o valor de saida, isto &, y

(LEMES, 2018).

. A1 .
Neste momento, para encontrar a inversa do operador, representado por P, € preciso
se questionar: qual operacdo inversa € necessdria fazer em y para se obter X? Assim, € possivel
entender que essa operacao corresponde a fungdo logaritmo na base 10. Portanto, através de vy,

pode-se obter a informacao de x pela resolu¢ao de um Problema Inverso (LEMES, 2018).

Na descri¢do deste exemplo, pode-se perceber que o operador inverso existe. Portanto,
para realizar o Problema Inverso e inverter a funcdo que foi usada como exemplo, tem-se a fun-
¢do logaritmo na base 10. No entanto, nem sempre € possivel conhecer o operador inverso. Nes-
tes casos, € preciso tomar caminhos diferentes envolvendo métodos de regularizacio (BRAGA
et al., 2016), como no caso deste trabalho, onde foi utilizada a regulariza¢dao de Tikhonov como

estratégia.

De modo geral, ao fazer uso do método de Tikhonov € possivel tornar os vetores, que
antes eram quase linearmente dependentes (QLD), em vetores com linhas linearmente indepen-
dentes (LI). Em outras palavras, a solu¢do foi regularizada. Dessa forma, ndo se tem mais, em

tese, a dificuldade de calcular a inversa que se tinha antes.
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Exemplo simples de uma inversao:

« Estrutura matemdtica: y = P(x);

* Fungdo exemplo: y = 10%;

Problema Direto: se x =1, entdo y = 10;

Problema Inverso: x =P (y), logo x = log;,Y,

sendo assim, se y = 100, entdo x = 2.

Em linhas gerais, a partir da nomenclatura utilizada no trabalho (g = Kf), tem-se que a
obtencdo de f, a partir de g e K, é tratada como um Problema Inverso de primeira ordem. No
caso de f e g serem conhecidos e a obtenc¢do do operador K for o objetivo (por exemplo, quando
se busca o modelo fisico que descreve a relagdo causa/efeito), esse problema € tratado como
Problema Inverso de segunda ordem. No entanto, vale ressaltar, que os Problemas Inversos
de segunda ordem geralmente ndo possuem solugdo tnica e costumam ser de resolucdo mais

complicada do que os de primeira ordem (DE SOUZA, 2009).

Por fim, vale comentar que um matematico ao tratar um Problema Inverso nio encontra
muitas dificuldades, pois, a rigor, sem lidar com erros experimentais as complicagdes todas so-
mem. Entretanto, para os pesquisadores que lidam com dreas experimentais, como 0s quimicos,
por exemplo, ao estudar esse tipo de problema se deparam com intimeras dificuldades, afinal,
diferente dos matemaéticos, esses lidam, a todo momento, com erros experimentais. Nesse sen-
tido, Problemas Inversos, considerando a presenca de erros experimentais, sdo denominados

como Problemas Inversos mal colocados (ZHDANOY, 2009).
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4.1.2 Problemas Inversos mal colocados

Os primeiros estudos envolvendo um Problema Inverso foram desenvolvidos pelo ma-
tematico noruegués Niels Henrik Abel (1802 — 1829), em 1826. Mesmo ndo considerando a
presenca de erros experimentais, Abel foi o primeiro cientista a propor uma formula¢do mate-
matica rigorosa para a teoria de Problemas Inversos, tornando-se assim o precursor para outros

estudos (ABEL, 2012).

Em 1923, quase cem anos depois do trabalho de Abel, o matemdtico francés Jacques
Salomon Hadamard (1865 — 1963) elucida as condi¢des para um Problema Inverso ser consi-
derado como mal colocado (HADAMARD, 1923). Segundo Hadamard, um problema é consi-

derado como bem colocado se satisfazer trés seguintes condi¢des, a saber:

a) a solucao deve existir (existéncia);
b) asolugdo deve ser tnica (unicidade); e

¢) asolucdo deve depender continuamente dos dados (continuidade).

Em outras palavras, pode-se dizer que para uma faixa arbitrdria de dados, deve-se,
necessariamente, existir uma solugdo; além disso, a solug@o precisa ser unica; e, por fim, que
deve-se existir uma dependéncia continua entre os dados de entrada e os dados de saida. Se qual-
quer uma dessas condi¢des nao for satisfeita, tem-se um problema mal colocado (DE SOUZA,

2009).

Os Problemas Inversos representam um novo horizonte para as ciéncias experimentais,
como € o caso da Quimica. Hoje em dia, é possivel modelar matematicamente com precisdao
vérios fendmenos que ocorrem na natureza e em laboratdrios de pesquisa (DE SANTANA,

2016).

Com o emprego dos dados experimentais, torna-se imprescindivel o uso de técnicas
matematicas adequadas, a fim de se modelar tais experimentos. Isso se torna mais evidente

quando se tem problemas mal colocados, bastante corriqueiros em diversas areas da Ciéncia

(DE SOUZA, 2009).
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Para seguir nessa linha de pesquisa, é de extrema importancia se atentar aos pré-
requisitos basicos para o entendimento adequado de Problemas Inversos mal colocados, que
sdo compreender o conceito de existéncia, unicidade e continuidade. Investigar problemas em
que a solugdo possa ndo existir, ndo ser Unica ou entdo ndo ser continua é, certamente, um

grande desafio em Quimica e em outras dreas da Ciéncia em geral (BRAGA et al., 2016).

De maneira geral, diversos experimentos em Fisico-Quimica e em outras dreas expe-
rimentais, podem ser modelados através de integrais. Neste contexto, uma das equagdes mais

utilizadas € conhecida como Equacao Integral de Fredholm (FERREIRA, 2012).
4.1.3 Equacado Integral de Fredholm de Primeira Ordem

A representacdo de diversos problemas das areas de exatas, como problemas fisicos,
podem envolver técnicas que sdo de dificil desenvolvimento e entendimento. Desta forma, é
sempre buscado novas maneiras de simplificar essa complexidade, através de equacdes inte-

grais, que se apresentam de forma mais acessivel (FERREIRA, 2016).

A estrutura de uma Equacgdo de Fredholm de primeira ordem, equacdo (4.2), pode ser

interpretada da seguinte maneira (DE SOUZA, 2009):

o) = [ K (r3) F ). 42)

1. afungdo f(y) representa uma entrada;
2. ondcleo da integral, K(x,y), se refere a um operador que serd aplicado sobre a entrada; e
3. afungdo g(x), a saida do processo.
A equacdo (4.2) fornece a mesma interpretacdo comentada anteriormente, onde para se
obter g(x) é preciso conhecer o niicleo da integral K(x,y) e as informacdes de f(y). Neste caso,

esse processo € classificado como um Problema Direto. Por outro lado, a partir das informagdes

de g(x) e K(x,y), tem-se f(y), denominado como Problema Inverso (FERREIRA, 2016).

Para ampliar a representacdo da Equacdo de Fredholm de primeira ordem suponha que

essa equacdo deva ser calculada nos pontos x1,x3,...,Xx,. Dessa forma, tem-se um conjunto de
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equagdes, exposto em (4.3).

) = [ Kexi.0) 70y

) = [ Kl f0)ay 43)

) = [ Kl /()

Resolvendo a Equacdo de Fredholm para um x; fixo, tem-se a equacdo (4.4) e, por
conseguinte, a equacdo (4.5). A equacdo (4.6) € a forma simplificada de (4.5), onde K;; =

wiK(xi,y;), fi = f(y;) e & = g(xi).

b
o) = | Kl f()dy @4
g(x) =Y wiK(xi,y;)f(y;) (4.5)
j=1
gi=Y Kijfj (4.6)
j=1

Todo esse processo fornece a equagdo (4.7) que, em linhas gerais, representa a Equagao

de Fredholm de primeira ordem em seu formato matricial (DE SOUZA, 2009).

g = Kf (4.7)

Na equacdo (4.2), € importante dar énfase aos limites de integracdo, sdo eles que dao
sentido a representacdo dessa equagdao como uma Equacdo de Fredholm de primeira ordem.
Isso € tdo verdade se e somente se, b for uma constante ou infinito. No caso de b ser igual a uma
funcao, por exemplo, b = x, essa equagdo seria denotada como Equacao Integral de Volterra de

primeira ordem (LEMES, 2018).

A equacdo da radiacdo de corpo negro, alvo neste trabalho, ¢ um tipico exemplo de
uma Equacdo de Fredholm de primeira ordem. Dessa forma, € preciso lembrar que resolver o
problema inverso da radiagdo de corpo negro ndo se trata de uma tarefa trivial, uma vez que é

preciso considerar a presenca do erro experimental e que, sendo assim, trata-se de um problema
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mal colocado (SUN; JAGGARD, 1987).

E preciso entdo “lancar mdo” de técnicas que regularizem as solucdes de interesse e que
contornem os problemas gerados, quando se considera a presenca de erros. Um método ja bas-
tante consagrado na literatura se refere ao método de regularizacdo proposto pelo matemético

russo Andrei Nikolaevich Tikhonov, em 1963 (TIKHONOV, 1963).
4.2 O METODO DE REGULARIZACAO DE TIKHONOV
4.2.1 Defini¢cdo

Um método bastante empregado na literatura para encontrar o minimo de uma funcao
que diminua a diferenca entre um valor calculado e um valor experimental, conhecido como

Método dos Minimos Quadrados, € descrito pela equagdo (4.8) (DE SOUZA, 2009).

2
2
() = K& =¥ ( £Kf; -0 @8
i J

Para encontrar uma funcio f que minimize a norma do residuo, || Kf —g ||?, deve-se
derivar o funcional ®(f) em relacdo a fj, para j = 1,2,3,...,n e impor a condigdo de encontrar
um minimo, isto é, igualar a zero, conforme mostra a equagdo (4.9). Na continuidade, tem-
se entdo a equacdo (4.10), onde i = 1,2,3,....,m e que, na forma matricial, pode ser reescrita

conforme mostra a equacao (4.11) (LEMES, 2018).

09 (f)
=0 4.9
37, p (4.9)
29 (f) :22<|:2Kijf;:|l{ij)—ZZgiKijZO (4.10)
o Iy TG i

K'Kf=K'g 4.11)

Por fim, pode-se chegar na equagdo (4.12), onde a parcela (K'K)~ 'K, é conhecida

como inversa de Moore-Penrose ou ainda como Pseudo Inversa. Para matrizes quadradas (n =
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m) tem-se (K'K)~'K” = K~ !(COSTA, 2013).

= (K'K)"'K'g (4.12)

Dessa forma, pode-se dizer que a solugdo encontrada pela equacio (4.12) satisfaz a
condicdo estabelecida pelo método dos minimos quadrados, ou seja, a solucdo fornece uma
norma residual minima. Contudo, a solu¢c@o por meio desta equacio fornece uma norma de f

(||f|]) fisicamente inaceitdvel (LEMES, 2018).

Em outras palavras, a resolucdo de um problema por meio do método dos minimos
quadrados minimiza a norma do residuo, || Kf — g||, as custas de uma norma da solugdo, ||f||,
que apresenta muitas oscilagdes. Desta forma, € preciso fazer uso de técnicas de regularizacdo

(BRAGA et al., 2016).

Uma técnica muito explorada na literatura ¢ o método de regularizacdo de Tikho-
nov, proposto em 1963 pelo matematico russo Andrei Nikolaevich Tikhonov (1906 — 1993)
(TIKHONOV, 1963). Este método consiste em adicionar informacdes extras ao método dos

minimos quadrados, transformando a equacao (4.8) na equacgdo (4.13),

@, (f) =| Kf—g |* +A2 || Lf|*. (4.13)

Na equacéo acima, A, chamado de pardmetro de regularizagio, representa um valor a ser
encontrado que controla o balanco entre a norma do residuo e a norma da restri¢ao adicional.
Este parametro € geralmente obtido por uma curva-L e € responsdvel por pesar as restricoes

adicionais (COSTA, 2017). Mais detalhes sdo apresentados na Se¢do 5.

Na equacdo (4.13), L representa um operador usualmente expresso na forma da equacao
(4.14), em que ag, a; € ap sdo valores constantes e iguais a 0 ou 1, dependendo das condi¢des
a serem impostas. A funcdo f é um valor inicial estimado para a soluco, em muitos casos
escolhe-se atribuir f = 0 (BRAGA, 2001).

2
+ap

2
+ap

42t ||

dx?

df

f—f
dx

| Lf ||*= ao (4.14)
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Juntando as equagdes (4.13) e (4.14), pode-se obter a equacao (4.15), a seguir:

2
). (4.15)

Pode-se definir a quantidade € = Z;le K;jfj — gi e ampliar a descri¢do do funcional

2
+a1

2
+a2

d*f
dx?

df

dx

®, (f) = Kf—g | W(ao £t

descrito em (4.15), como segue a equagao:

n n n—1
D, (f) = Zeiz‘i‘lz{ao Y (fi—F)+ar Y (fis1—£)?
i=1 = =

n—2
+azz<fj+2—2fj+l+fj)2}~ (4.16)
=

Portanto, seguindo a mesma l6gica descrita para o método dos minimos quadrados, é
preciso encontrar um minimo para a equagdo (4.16), como mostra a equacdo (4.17). Dessa
forma, para encontrar uma solucio 6tima, € preciso derivar e impor a condi¢do de minimo, isto
¢, igualar a zero (4.17) (LEMES, 2018).

9P, (f)

fﬂ, :mfincbl(f) a—fj =0 (417)

Resolvendo a equagdo acima, tem-se

9%, (F) _ Z €2 d¢;
afj 88,' 8fJ

i=1

)+7Lz{2ao(fj—fj)—2a1(fj+1 — i) +2a1(fj— fi-1)

+2as(fir2 = 2fj+1 + f) —4aa(fir1 — 2fj + fi—1) +2a2(f; — 2fj-1 + fj—2)} =0,  (4.18)
para j entre 1 e n. Rearranjando a equacgao (4.18), chega-se na expressao
n n n ’ n ’
)y < { )y Kijfj:| Kij) — Y giKij— Aaofi+ A {aofi — a1 (fis1 —2fi+ fi1)
i=1 \Lj=1 i=1

=

tar(fjy2 —4fjs1+6f;—4fi-1+fi—2)} =0, (4.19)

e, finalmente, na equacdo matricial

K Kf— KTg - ﬂ,zaof—l— ﬂ,z{aoHo +aH| + asz}f =0. (4.20)
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A equacgdo (4.20) é geralmente expressa em termos da solugdo f, que agora estd re-
gularizada, fe;. Portanto, € possivel reescrevé-la conforme mostra a equagdo (4.21), onde Hy
representa a matriz identidade I, H; representa o operador derivada de ordem um e, por fim, Hj

representa o operador derivada de ordem dois (BRAGA, 2001).

free = {K' K+ A%(agHo + a1H; +axHy) } (K g + A2 aof) 4.21)

Métodos que regularizam fungdes sdo de grande importancia na resolu¢do de Proble-
mas Inversos devido, principalmente, aos erros embutidos nos dados experimentais e aos de
arredondamento (BRAGA et al., 2016). Portanto, levando em conta o contexto deste trabalho,
torna-se sugestivo analisar separadamente as trés restricdes adicionais expostas pela equagao

(4.14).
4.2.2 Primeira Restrigdo

Considere a reformulacdo da primeira parte da equacdo (4.14), associada a constante
aop, na equacao (4.22) a seguir.
f—f

2 n 2
L= aolt—F] a0 ¥ (fj—fj) 422)

J=1

Deve-se encontrar uma fun¢do f que minimize o funcional descrito na equacao (4.23).
O processo para encontrar o minimo de uma func@o € bem conhecido, basta derivar e igualar a
zero, como foi mostrado na equacao (4.17) (LEMES, 2018).

2

@), () =[| Kf —g ||* +A%ao||f — (4.23)

Dessa forma, ap6s derivar o funcional acima, encontra-se a solu¢do f descrita da forma:

f = (K'K+A%aol) (K g+ A2af), (4.24)

em que I representa uma matriz identidade. Note que se A = 0, a solug@o retorna para o caso

descrito pelo método dos minimos quadrados, descrito pela equagdo (4.12) (DE SOUZA, 2009).
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4.2.3 Segunda Restri¢do

A definicao de derivada primeira pode ser representada na forma

(4.25)

A equagdo (4.25) é bem conhecida por todos os estudantes de exatas. Entretanto, a
representacdo de uma derivada em sua forma matricial ndo € tdo conhecida como a defini¢do
(4.25). Sendo assim, € sugestivo mostrar como ¢ feita a representacao matricial de equacdes

provindas de derivadas (LEMES, 2018).

Dessa forma, para analisar a forma matricial da segunda restri¢do, referente a norma
da derivada primeira de f (ver equagdo (4.14)), considere inicialmente os pontos arbitrdrios a

seguir,

af||?

dx

ai

It = ar]| 5| =

(= )+ (B - L)+ (- H) (4.26)

Calculando as derivadas parciais, pode-se obter como resultado as equagdes apresenta-

das em (4.27).

LIS s -1 =255 01 - s =0

M~ o )+ 205 - )Nl =23+ 2R - A)=0 42D
LI~ s o) 20 A =23 a2 ) =0
UM — o ol =28 (st ) =0

Portanto, as equagdes parciais descritas em (4.27) podem ser entdo agrupadas na forma

de matrizes, como € apresentado na equacgdo (4.28) (DE SOUZA, 2009).

1 -1 0 o]l A

0
1 2 -1 0 0
£ (4.28)
0 -1 2 —1|| s 0
0

0 0 -1 1||#H
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Juntando a primeira e a segunda restricdo obtém-se, por conseguinte, o funcional

2
+a1

R £|?
£ df ) (4.29)
X

@, (f) =| Kf—g > +7Lz(ao

De forma andloga ao item anterior, encontrar a solu¢do f que minimize o funcional

acima € equivalente a derivar e igual a zero, o que fornece a equacgdo (4.30)

f = [K'K+A2(apl 4+ a1 H)| " H (KT g+ A2aof), (4.30)

em que H; corresponde ao operador diferencial de primeira ordem, representado pela equagdo

(4.31) em seu formato matricial (BRAGA, 2001).

1 -1
-1 2 -1
H, = (4.31)

4.2.4 Terceira Restrigdo

Tal como nas outras subsecdes, € possivel analisar separadamente a terceira restricao
imposta na equacao (4.14). Para isto, considere inicialmente a definicao de derivada segunda
de uma funcio, apresentada na equacao (4.32) (DE SOUZA, 2009).

d’f(x) _ . fr+2h) = 2f(x+h) — f(x)

_ 432
P75 R n (4.32)

Considerando-se os pontos arbitrarios a seguir, tem-se

d*f

dx?

P_a [(A-2h+ AP+ (A-2f4 K | 433)

|LfP= |~ =2
+(fs —2fs+ f5)2+ (fo—2fs + fa)?

Calculando as derivadas parciais na equacao (4.33), obtém-se o conjunto de equacdes

descritas por (4.34).



J || Lf|?
afi

J || Lf|?
dfa

d || Lf|?
f3

d || Lf|]?
dfa

d || Lf|)?
dfs

d || Lf|]?
dfs

= 25313 =22+ )] = 255 (Fi =2f2+ f3) = 0

= 231(A—2h+A)(=2)+ (fi—2f+£2)]

— 2%(—% +4f—2f+ fr—2fs+ fa)

= 2 (2fi+5h—4f+f2) =0

= 2230 =2h+ )+ (=2 + )2+ (fs = 2fa+ f3)]
- 2Z—i(fl —2f+ f3—2fr+4fs—2fs+ f3—2fa+ f5)

- 2;’—j(f1 —4f+6f3—4fs+f5) =0

- 2Z—i[(f4—2f3 + )+ (fs =2fa+ f3)(=2) + (fo — 25 + f1)]
- 2;‘—3(f2—2f3 +fa—2f3+4fs—2f5+ fa—2fs5+ fo)

- 2%(f2—4f3+6f4—4f5 +fo) =0

= 2231(F5—2fs+ ) + (fo—2f5+ fi)(=2)]

- 2%(;3 —2fs+ fs —2fs+4fs —2fs)
_ 2Z—i(f3 —4fs+5f5—2f5) =0

= 253 [(fs—2fs + )] = 235 (fa=2f5 + o) =0

31

(4.34)

As equagdes agregadas em (4.34) podem ser representadas por sua forma matricial,

como mostra a equagdo (4.35) (DE SOUZA, 2009).

|
— [\

S O

—

o o O
1

_fl_

1
VE!
fa
/s

_f6_

T 1
o O o o o O

(4.35)
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Por fim, juntando as trés restricdes descritas, obtém-se o funcional

2
+a1

2
+612

d*f
dx?

df

dx

2
O(f) =|| Kf—g ||? —th(ao f—f ) (4.36)

Derivando o funcional (4.36) e igualando a zero, € possivel encontrar o minimo da

func¢do, que é dado pela equacdo (4.37)

f= [KTK + Az(aol +a H; + asz)]_l (KTg + Azaof), 4.37)

em que H, representa uma matriz na forma descrita pela equacao (4.38) (BRAGA, 2001).

12 ]
2 5-4 1
1 -4 6—-4 1
H, — (4.38)
1 -4 6-4 1
1 -4 5-2
_ 12 1)

Como pode-se notar, no decorrer das ultimas subsec¢des, foi envolvido com bastante
frequéncia o conceito de derivada, tanto derivada primeira, quanto derivada segunda. Neste
contexto, torna-se sugestivo tentar abranger outras tangentes como, por exemplo, variar essas
derivadas de ordem inteira por uma derivada de ordem ndo inteira. Porém antes, € preciso

entender como toda essa histdria surgiu.

4.3 A ORIGEM DO CALCULO FRACIONARIO

O tradicional cdlculo de ordem inteira (ou simplesmente cdlculo) é um ramo da Ma-
temdtica que possui grande aplicagdo em muitos contextos da Ciéncia. No entanto, antes de
entender a importancia dessa drea, muitos alunos dos cursos de exatas temem esses conceitos
devido, principalmente, a complexidade tratada nos temas diante da maturidade dos estudantes

na época dos seus cursos (FULINI, 2016; RICHIT, 2010).
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De maneira geral, esse cdlculo cldssico tem como foco a resolugdo e descri¢do de feno-
menos que envolvem movimento e variagao que, na linguagem da matematica, estao associados
aos conceitos de drea e tangente. Em outras palavras, o formalismo desse célculo de ordem
inteira se ocupa, essencialmente, com a resolucao de dois problemas geométricos particulares,
o problema das areas e o problema das tangentes, o que dd nome aos dois principais ramos
dessa Ciéncia, o cdlculo integral e o cdlculo diferencial, respectivamente (ANTON; BIVENS;

DAVIS, 2014; FULINI, 2016; CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Existem indicios na histéria da Matematica de que o matemaético inglés Issac Barrow,
um professor de Newton, tenha sido o primeiro a descobrir uma ligacdo entre esses dois ramos
do calculo. No entanto, somente Newton e Leibniz foram capazes de compreender a verdadeira
importancia desta relacdo e explord-la de maneira adequada. Foi entdo que, no fim do século
XVII e meados do século XVIII, eles (independentes um do outro) desenvolveram o célculo
diferencial e integral, fundindo os dois ramos do cédlculo (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015;
OLIVEIRA, 2010; TEODORO; OLIVEIRA; DE OLIVEIRA, 2018).

O que eles fizeram, em outras palavras, foi relacionar esses dois problemas através do

chamado teorema fundamental do cdlculo,

(DIf) (1) = f(1) (4.39)

onde D representa a derivada e J a integral.

Hé quem diga que € impossivel datar uma futura teoria, pois convenhamos, parece
loucura prever o nascimento de alguma teoria que ainda nio é conhecida. No entanto, ndo é o
que parece ao que diz respeito a teoria do Calculo Fracionario (CF). A histéria da Matematica
conta que o CF surgiu da troca de correspondéncia entre L”Hopital e Leibniz, onde o assunto

principal foi derivada (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Em suas correspondéncias, Leibniz propds uma possivel generalizagdo para a derivada
de ordem inteira para uma derivada de ordem, a principio, arbitrdria. Foi entdo que L”Hopital
devolveu a pergunta para Leibniz, questionando para o caso particular em que a ordem da

derivada fosse meio, isto €, fraciondria (TEODORO; OLIVEIRA; DE OLIVEIRA, 2018).

Em outras palavras, L’Hopital questionou a interpretacao do significado, na notacdo de
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Leibniz d"y/dx" (comn=1,2,...), quando n = 1/2. A resposta de Leibniz a questdo levantada
por L’Hopital € conhecida pela sua audécia e esperteza quanto a ver além; a saber sua resposta:

“isto é, aparentemente, um paradoxo que um dia vai gerar vdrias consequéncias importantes”

(CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015; LEMES, 2018).

A carta enviada a L’Hopital, com a resposta a seu questionamento ¢ uma possivel for-
mulagdo (deixando claro ser, naquele tempo, um paradoxo), datada de 30 de setembro de 1695,
é considerada, através de um consenso na comunidade cientifica, como sendo a data de nasci-
mento do chamado Calculo Fracionario. Sendo assim, Leibniz é considerado, além de um dos
criadores do célculo de ordem inteira, o pai do Célculo Fraciondrio (CAMARGO; DE OLI-
VEIRA, 2015).

E importante salientar que nos tltimos trés séculos, a questio se estendeu sendo tam-
bém colocada para « irracional () ou complexo (7). Portanto, os termos Calculo de Ordem
Arbitraria, ou Calculo de Ordem Naio Inteira, ou ainda, Calculo de Ordem Generalizada, seriam
maneiras mais abrangentes de se referir ao assunto, porém Calculo Fraciondrio (CF) € o termo

consagrado na literatura e de longe o mais utilizado (OLIVEIRA, 2010).

Torna-se vélido ainda ressaltar a importancia do CF fazendo uma analogia a Meca-
nica Quantica. Assim como a Mecanica de Newton parecia estar completa até o surgimento das
teorias de Planck, Einstein, e outros, o Calculo Diferencial e Integral também parecia estar com-
pleto, e com o advento do Célculo Fraciondrio, existe agora uma evolucdo, cujas consequéncias

podem ser tdo formiddveis quanto as advindas da Fisica Quantica (LEMES, 2018).

Acredita-se que este novo ramo da Matematica sé se tornard realmente popular entre
os cientistas quando existir um problema que € solucionado apenas com os conceitos do CF. A
Mecanica Cldssica, j4 muito bem desenvolvida no final do século XX, ndo foi capaz de explicar
fendmenos que aconteciam a nivel microscopico. Foi entdo que, a partir dos estudos da radiagdo
de corpo negro, a Mecanica Quantica ganhou voz na comunidade cientifica e proporcionou
tecnologias que encantaram toda a populagdo e cientistas. Portanto, acredita-se que o CF atraira
os olhares da Ciéncia, seguindo o mesmo caminho percorrido pela Mecanica Quantica, quando

surgiu e ganhou popularidade (LEMES, 2018).

Em linhas gerais, pode-se dizer que existem ainda muitas lacunas a serem preenchidas

neste contexto do CF, por exemplo, como interpretar geometricamente e fisicamente uma de-
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rivada fraciondria, ou qual o problema mais adequado para se aplicar uma derivada de ordem
ndo inteira. Esses e outros questionamentos foram levantados no seu surgimento em 1695 e,

curiosamente, perduram até hoje (OLIVEIRA, 2010).

Existem varias formulagdes possiveis para uma derivada fraciondria, cada uma mais
adequada para um problema fisico que outra. As defini¢des mais conhecidas sao as de Riemann-
Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Liouville, Weyl e Riesz-Feller (CAMARGO; DE OLI-
VEIRA, 2015).

A pergunta que cabe neste momento €: por que tantas formulacdes de derivadas fracio-
narias? Por que ndo existe uma generalizada que pode ser aplicada em todos os casos, como a
derivada de ordem inteira? Muito se precisa analisar, mas de antemao, pode-se dizer que este é

um dos grandes desafios para quem trabalha neste ramo da Matematica (LEMES, 2018).

A formulacdo de derivada fraciondria proposta por Griinwald-Letnikov é uma derivada
muito utilizada na literatura (CAMARGO, 2009; TEODORO; MACHADO; DE OLIVEIRA,
2019). Esta formulacdo € o alvo deste trabalho, portanto, merece um olhar mais abrangente,

como segue no proximo tépico.

4.4 A DERIVADA FRACIONARIA DE GRUNWALD-LETNIKOV

4.4.1 Definicdo

Em 1868, o matemadtico russo Aleksey Vasilievich Letnikov (1837 — 1888) propds, em
sua dissertacdo de mestrado, a derivada que € alvo deste topico. Conta a histéria da Matematica
que, até a data da sua defesa, Letnikov ndo teve conhecimento do artigo proposto em 1867 pelo
matematico austriaco Anton Karl Griinwald (1838 — 1920), onde a mesma sugestdo foi feita.
Nos tempos atuais, a equagdo proposta por esses dois matematicos € conhecida como derivada

fraciondria de Griinwald-Letnikov (GRUNWALD, 1867; LETNIKOV, 1868; LEMES, 2018).

A derivada fraciondria, segundo Griinwald e Letnikov, comeca pela tentativa de fornecer
uma generalizacdo para uma equacdo de ordem inteira (DUMITRU; KAI; ENRICO, 2012;
OLDHAM; SPANIER, 1974). Portanto, inicialmente, considere a derivada primeira definida
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como,

AW _ iy = g LO=LC=R) %[ £ = f(t—h)]. (4.40)

dt h—0 h h—0

A definicao (4.40) € bastante conhecida por todos que se encontram no contexto das

areas de exatas. Dessa forma, pode-se expressar a derivada segunda como,

d’f(t) _df'(1) L f@)—fe—h) fle—h)—f(—2h)

o= fle=h)
a2 a o m h = h - h
o
Z}lg%ﬁ[f(f)—2f(f—h)+f(f—2h)]- (4.41)

Repetindo a mesma ideia anterior para a derivada terceira, tem-se

) _df'(e)

dr3 dt h—0

~ qim & ft)—f't—h) _f'(t—h)—f’(t—2h)]
h—0 h h h

— lim — f(t)_f(t_h)_f(l_h)—f(f—%)_f(f—h)—f(f—ﬂl)+f(t—2h)—f(t—3h)]
h—0 h? h h W -
= ,iigg)h—z[f(t) —3f(t—h)+3f(t —2h) — f(t —3h)] (4.42)

e, na sequéncia, para a derivada quarta o resultado é

4 111 (N (4
d f(t) :df (t) :llmf (t> f (t h) :limi[f”(t)—f”(t—h)—f”(t—h)—l—f”(t—Zh)]

dr* dt h—0 h h—0 h2?

= lim l[f’(l) — [t =h) = f(t=h)+f'(t=20) = f'(t = h) + f'(t = 2h) + f'(t = 2h) — f'(r — 31))]
V@)= fle=n) fa—=h)—f(—=2h) [flt—h)—f=2h) f(t—2h)—f(—3h)

= lim — _ _
10 3 h h 2 + h

_fle=h) = fe=2h) | fle—2h) = fle=3h)  f(t=2h)—f(t=3h) _flt=3h)—f(f—4h)

h h * h h

= lim h—14[ F(t) —4f(t—h)+6f(t —2h) —A4f(t —3h) + f(t — 4h)]. (4.43)

O insight que Griinwald e Letnikov tiveram foi visualizar, por meio das equacdes (4.40-

4.43), um padrdo surgindo (PODLUBNY, 1999; LEMES, 2018). Eles propuseram generalizar
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as equagoes anteriores na forma

d"f(r) 1 &

= lim —
dr" h—0 h" =

(= )*Cuif (t — kh), (4.44)
0

paran =1,2,3 e 4, onde o coeficiente binomial, C,, x, € dado por

n |
Cok = = - . (4.45)
k k.(n — k).

Este resultado ainda € vélido paran = 5,6,7,....

Para obter uma derivada fraciondria, a primeira intuicdo de qualquer pessoa € tratar,
na equacdo (4.44), n = 1/2, por exemplo. Assim, pode-se dizer que chegamos entio em uma
definicao de uma derivada fraciondria? Ainda ndo! Nao € uma tarefa tdo trivial como muitos
recém-chegados na drea e leigos acreditam. Segundo alguns, “basta derivar, ao invés de um

niimero inteiro, um niimero fraciondrio”.

Neste momento, na tentativa de definir uma derivada fraciondria surgia o primeiro em-
pecilho, pois 0 que se sabia era que a funcdo fatorial era bem definida para nimeros inteiros

positivos e ndo nimeros fraciondrios, como %!.

A estratégia encontrada para contornar este
problema foi dada pelo matemadtico e fisico sui¢co Leonhard Paul Euler (1707 — 1783), em 1730

(RAMIREZ, 2015).

O recurso consistia em usar a interpolacdo entre a funcdo fatorial e a fungdo gama,
que ¢ vélida tendo como pano de fundo a propriedade (x — 1)! = I'(x), onde a fung¢do gama é
representada por I'(x). Portanto, esse coeficiente binomial em termos da fun¢do gama pode ser

observado pela equacdo (4.46) (LEMES, 2018).

Y I'(n+1)
Conk = v] Tk+DI(n—k+1) (4.46)

Nota-se que agora é possivel tratar n = o, onde a representa uma ordem fraciondria
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para o operador derivada, como mostra a equagdo (4.47).

o) INa+1)
Cak= v ] T+ DD(a—k+1) (447)

Uma nova estratégia para um calculo mais sofisticado, levando em consideragao a for-
mula de recorréncia para os coeficientes binomiais, € descrita pela equacao (4.48). Esta formula

proporciona uma maior rapidez e estabilidade na convergéncia dos cdlculos (LEMES, 2018).

« o+1Y\ .,
(x,k:( Tk ) ak—1 (4.48)

Por fim, chega-se entdo a equacdo (4.49) que € conhecida como derivada fracionaria
de Griinwald-Letnikov (DE OLIVEIRA; MACHADO, 2014; TEODORO; MACHADO; DE
OLIVEIRA, 2019),

N
(LD £](1) = lim 1 Y (—DfCy  f (¢ — kh), (4.49)

onde @ € R™ e N = [t/h], isto é, N € o maior inteiro mais préximo de z /h. Vale comentar que,
além da notacdo usada na equacgdo (4.49), as notagdes a seguir também sdao usuais no contexto

de derivadas fracionarias,

d?f (1)

= @) = por. (4.50)

E possivel realizar a implementacio numérica da derivada de Griinwald-Letnikov, equa-
cdo (4.49), através do software MATLAB. Dessa forma, a subrotina a seguir, derivadagl, apre-
senta o resultado para a derivada fraciondria, DGL, para fungdo f(t) = sen(t). Os inputs do
codigo sdo tmax, dt, h e a. Isto significa dizer que a = & e que a fungdo d* f(¢) /dt®* é calculada

para t entre O e tmax e h representa o limite infinitesimal.

E importante salientar que, quanto menor o h escolhido, maior serd N (ntimero de
pontos no somatério) e mais lento o cédlculo da derivada de Griinwald-Letnikov. Dessa forma,
a escolha do pardmetro h deve levar em conta um equilibrio entre o tempo de computagio e a

precisdo desejada (LEMES, 2018).

O algoritmo descrito dentro da caixa fornece como resultado o gréfico descrito na Fi-

gura 4.2, onde a linha continua com circulos representa a derivada fracionéria da fungio sen(r),
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a linha pontinhada é a prdpria funcéo sen(t) e, por fim, a linha continua com pontos é a repre-

sentacdo da fungdo cos(r). Nota-se, portanto, que a derivada fraciondria é algo representado

entre a fungdo seno e a fungdo cosseno.

function DGL=derivadagl(tmax,dt,h,a)

h>>derivadagl (2%pi,0.1,0.01,0.5);

t=0:dt:tmax;t=t"';

for j=1:length(t);
N=ceil(t(j)/h);
for k=0:N

i=k+1;

T(j,1)=(-1) "k*cbg(a,k)*func(t(j)-k*h);

end

end
DGL=sum(T')/h~a;
[t, DGL']

plot(t,DGL, 'ko-")
hold on
plot(t,sin(t), 'k:")
hold on

plot(t,cos(t),'k-', 'Marker', '.

axis([0 6.5 -1 1])
xlabel('t"')
ylabel('sen(t)"')

end

function c=cbg(a,k)
w=1;

for j=1:k

w=wx(1-(a+1)/j);

)
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end
c=w/(-1)"k;

end

function f=func(t)
f=sin(t);

end

Figura 4.2 — Derivada de ordem 1/2 da funcéo trigonométrica sen(t) em relagéo a
(linha continua com circulos). A linha pontilhada representa a fungdo
sen(t) e a linha continua com pontos a fungao cos(t).

08 1

04F
024 -

00

sen(t)

0.2

-0.6

-0.8

Fonte: LEMES (2018).

Assim como em outros momentos deste estudo foi apresentada a forma matricial do
operador derivada de ordem inteira, vale também apresentar o operador derivada de ordem

fracionaria em sua forma matricial.
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4.4.2  Representacdo matricial do operador derivada de ordem fraciondria

A derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov, [GLD(O‘) f1(¢), pode ser reescrita na sua
forma matricial como d = D(®f. Para tal, considere na equacgdo (4.49) que h é um elemento
fixo e portanto N; = [#;/h]. O operador matricial D(¥ & representado por (4.51), assim como o

vetor coluna f, por (4.52) (LEMES, 2018).

Clo 0 0 0 0
_C(*X] C(*XO O O cee O
1 b b
a) * * *
D& = @ a2 —Cai o0 0 - 0

(—1)NC3,N (—1)N_]CZ,N—1 (—1>N_2CZ,N—2 (_1)N_3C25,N—3 - Cao

7

4.51)
[ £(0) |
£(n)
f=| f(2hn) (4.52)
| (N

Desta forma, fazendo a multiplicacdo de cada linha de (4.51) por (4.52), tem-se o vetor
coluna descrito na equagao (4.53), cujos elementos sdo as derivadas fraciondrias de Griinwald-
Letnikov em cada ponto. As dimensdes das matrizes d, D@ ¢ fsdo mx1),mxm)e(mx1),

respectivamente.
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DI £(0)
D@ f(h)
d= D(oc)f(zh) (4.53)

D®) f(Nh)

Pode-se notar, pela defini¢cdo de derivada fraciondria, segundo Griinwald e Letnikov,
que ao calcular o valor da derivada fraciondria em um ponto qualquer € preciso considerar o
valor da fun¢do em uma quantidade de pontos maior que a da respectiva derivada de ordem

inteira (note o somatério na equacgdo (4.49)) (TEODORO; OLIVEIRA; DE OLIVEIRA, 2018).

Neste momento, pode-se introduzir um conceito muito importante no contexto do Cal-
culo Fraciondrio e que fornece, por sua vez, uma motivac¢ao para o uso da derivada fracionéria,

o conceito de memdria e, consequentemente, o conceito de operador nao local.
4.4.3 Caracteriza¢do do operador como ndo local

O efeito de memoria é um dos mais importantes aspectos do Cédlculo Fraciondrio, visto
que uma derivada fraciondria, por defini¢do, leva em consideracio uma maior faixa de informa-
cdo de uma fun¢do que se deseja derivar. Em outras palavras, a derivada fraciondria lida com a
memoria da funcdo. Neste contexto, uma derivada de ordem fraciondria € caracterizada como

um operador ndo local (CAMARGO, 2009; WEY et al., 2017).

Para entender melhor o conceito de ndo localidade, considere a equagao (4.49) para o

1/2
calculo de d{l—?) € ddTJ;gt) emt = 1. Para isto, considere também nos dois casos 7 =0, 1, que leva
aN=t/h=1/0,1=10. Sendo assim, para a derivada de ordem 1, tem-se o calculo descrito

pela equacdo (4.54).

1 1
D (Ot = lim +[C1of (1) =Ci1f(t=h)] = [Clof (D =Ci1f09)] (454

Ao analisar a equacdo (4.54) pode-se perceber que C}, = 0 sempre que k > 1. Isto
ocorre porque & —k + 1 (ver equagdo (4.47)) € igual a um ndmero inteiro negativo para k >

e, neste caso, I'(a — k+ 1) é infinito, o que deixa CZ « = 0. Em outras palavras, a fungdo gama
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¢ sempre infinita para um inteiro negativo. Este € o resultado esperado quando ¢ é um inteiro
positivo. Portanto, o cdlculo envolveu apenas o conhecimento da fun¢do f nos tempost =1e

t =0,9. Neste caso, diz-se que operador é local (LEMES, 2018).

Para o caso do cdlculo da derivada de ordem 1/2 tem-se

D'2f(t)]=1 = Jim h1/2 [CT 120 (1) = CF )1 f(t =) +CY oo f(t = 2h)
—Cik/zﬁf(t—3h)+C1/274f(t—4h)—CT/275f( —5h)+Cj 12, of(t—06h)  (4.55)
—Cl o7 f(t =Th) +C{ jp g f(t =8h) = C{ 5 o f (t = h) +Cy )5 1o.f (t — 10h)]

Nota-se, na equagdo (4.55), que todos os valores de C} 12k sdo diferentes de zero para
todo k. Desta forma, o célculo da derivada de ordem 1/2 envolve o conhecimento da fungdo f
nos tempos t, t —h, t —2h, t — 3h, ..., t — Nh, como mostra a equagdo (4.56). Neste caso, diz-se

que operador é ndo local (LEMES, 2018).

D' f(t)]i=1 = Jim 3 [Crya0f (1) = Gy £(0,9) +Crpp 0 £(0,8)
—C13f(0,7) +C1 15 41(0,6) = C7 5 5 £(0,5) +C7 5 £(0,4) (4.56)
—C27/(0,3) +C1 155 1(0,2) = C7 150/ (0,1) +Cy 5 10 (0)]

Entender as caracteristicas de um operador derivada de ordem fraciondria é de extrema
importancia para o desenvolvimento de novas teorias e novas aplicagdes. Neste contexto, € pre-
ciso definir quais as propriedades um operador deve ter para se apresentar como uma alternativa

de derivada de ordem nio inteira.
4.4.4 Propriedades da derivada de Griinwald-Letnikov

Existem mais de 30 formulacdes de derivadas fraciondrias, cada uma mais adequada
para um problema fisico que a outra. Desta forma, deve-se existir algum pré-requisito para
que uma derivada seja considerada como, de fato, uma derivada fracionaria (TEODORO; MA-

CHADO; DE OLIVEIRA, 2019).

Em 2015, Ortigueira e Machado propuseram um critério, contendo cinco itens, que um

operador deve cumprir para que este seja considerado uma derivada fraciondria (ORTIGUEIRA;
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MACHADO, 2015):

a) a derivada fraciondria é um operador linear, isto &, D(® (af(x) 4 bg(x)) = aD® f(x) +

bD(“)g(x);
b) a derivada de ordem zero de uma fungio é a prépria fungio, ou seja, D\ f (x) = f(x);
¢) aderivada fraciondria coincide com a derivada ordindria quando a ordem € um inteiro;

d) alei dos expoentes é satisfeita, para qualquer & e B, isto é, D@ DB) £(x) = DB D(®) £ (x) =
D(a)+(ﬁ)f(x>’ e

e) vale a regra de Leibniz generalizada,

petyme] = X, ()0t rpe et
k=0

Nesse sentido, analisando os itens citados anteriormente, pode-se concluir que a for-

mulag@o de derivada fraciondria proposta por Griinwald e Letnikov estdo de acordo com os

critérios impostos para que um operador seja considerado como um operador derivada de or-

dem fraciondria. A validacd@o deste critério para a derivada de Griinwald e Letnikov pode ser

encontrada no trabalho de doutorado de TEODORO, G. S., 2019 (TEODORO, 2019).

Todo o contetido abordado nas se¢des anteriores precisa ser testado em algum protétipo.
Desta forma, no presente estudo, o problema inverso da radiacdo de corpo negro serviu como
teste para que se possa analisar qual o impacto a proposta do trabalho teve na resolu¢do de um
problema inverso. E preciso, portanto, entender do que se trata o problema inverso da radiagio

de corpo negro, apresentado a seguir.
4.5 OPROBLEMA INVERSO DA RADIACAO DE CORPO NEGRO

Como se sabe, um objeto submetido a um aquecimento emite radiag@o, pense por exem-
plo em uma chapa de ferro (GEARHART, 2009). O espectro de emissdo de radiacdo de um
corpo negro, chamado de brilho espectral, P(v), dependendo de uma érea unitdria a uma tem-

peratura absoluta 7', pode ser descrito pela lei de Planck, equacdo (4.57), onde & a constante
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de Planck, k a constante de Boltzmann, ¢ a constante da velocidade da luz e v a frequéncia da

radiag@o emitida (CHOI; LATERMAN; SHIN, 2006).

21

P(v) 3

(4.57)

hv
€ err —1

No entanto, é preciso considerar que um objeto ndo estd em uma Unica temperatura
e, sim, que ele possui uma distribuicdo de temperatura que depende da drea. Sendo assim, o

espectro de radiacdo emitido, g(v), depende agora da varia¢do de temperatura ao longo de sua

area superficial, f(7'), como mostrado na equacdo (4.58) (TAN et al., 1994).

2hv3 =1

sv)= =5 [ p(ryar (4.58)
c 0 et —1

O problema inverso da radiagdo do corpo negro consiste entdo na determinacio da

distribuicdo de temperatura, f(7), ao longo de sua drea superficial, dado o espectro de energia

total, g(v). Em outras palavras, o problema equivale em resolver a equagéo integral (4.58) para

f(T), sendo ela considerada uma equagao integral de Fredholm de primeira ordem (LI, 2005).

O primeiro a propor uma solucdo inversa para este problema foi Norbert N. Bojarski,
em 1982. A proposta de seu trabalho consistiu em resolver o problema usando a transformada

de Laplace e um processo iterativo (BORJARSKI, 1982).

No entanto, essa e outras técnicas que usufruem da transformada inversa de Laplace,
carregam defeitos em relacdo a implementagdo com dados realistas. A transformada inversa
de Laplace aplicada a dados experimentais, leva a problemas instdveis tanto do ponto de vista

analitico, quanto do ponto de vista numérico (LAKHTAKIA, 1986).

Além disso, outra questdo a ser levada em consideragdo € o fato do problema ser con-
siderado como mal colocado, como sugerido por sua defini¢do através de uma equacao integral

de Fredholm de primeira ordem (WU; MA, 2013).

Uma outra tentativa de solucionar o problema da radiagdo do corpo negro foi explorada
por Nanxian em 1987, utilizando a transformada de Fourier. Entretanto, esse caminho tam-
bém carrega dificuldades quanto a resolucao da operacao inversa, trazendo problemas quanto a

existéncia, unicidade e continuidade (NANCHIAN, 1987).
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Devido aos problemas apresentados anteriormente, uma implementa¢do numérica da
inversdo através do método de regularizacao de Tikhonov, foi demonstrada por Sun e Jaggard
também em 1987. Esse método possui a habilidade de contornar varios problemas indesejaveis

e ainda fornece resultados precisos (SUN; JAGGARD, 1987).

Seguindo nessa mesma linha de estudo, no presente trabalho, foi proposto utilizar o mé-
todo de regularizac@o de Tikhonov para diminuir as inconveniéncias devido o problema inverso

da radiagdo de corpo negro ser considerado um problema mal colocado (LEMES, 2018).

Contudo, de maneira inédita na literatura, este trabalho sugeriu aperfeicoar essa técnica
de regularizacdo com a implementa¢cdo de uma derivada de ordem fraciondria. Dessa forma, o

préximo tépico demonstra os passos realizados neste estudo para alcancar o objetivo do mesmo.

O APENDICE A (A procura pela Luz Ideal) apresenta mais detalhes sobre como foi
realizada a descoberta da radiacdo de corpo negro, além de apresentar, de forma sucinta, dois
importantes trabalhos sobre esse tema, o trabalho Rayleigh-Jeans e o trabalho do célebre fisico
tedrico Max Planck, aquele a quem a comunidade cientifica honrou consagrando-o como o pai

da teoria quantica.
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S METODOLOGIA

5.1 A DISCRETIZACAO

A grosso modo, discretizar significa transformar uma equagdo continua em uma equa-
cdo algébrica com pontos discretos. Portanto, como primeiro passo necessario para alcancgar o
objetivo deste trabalho, foi necessario discretizar a equacdo que foi utilizada como teste para o

método matemadtico aqui proposto.

Como mencionado, o problema escolhido foi o problema inverso da radiacdo do corpo
negro, que consiste na determinacao da distribuicdo de temperatura ao longo de sua drea super-

ficial, isto é, o problema equivale a resolver a equacdo integral (5.1) para f(7T).

Na equagdo (5.1), g(v) representa o especto de radiacdo emitido; &, a constante de
Planck; k, a constante de Boltzmann; c, a constante da velocidade da luz; v, a frequéncia; e, por

fim, f(T) representa a distribui¢ao de temperatura ao logo de sua drea superficial.

Na pritica, f(7T) = 0 quando T > T4y, de modo que a faixa de integracdo pdde ser
reescrita entre 0 e T;,4,. Sendo assim, a equacdo (5.1) pdde ser reescrita na forma da equacao
(5.2), onde K(v,T) representa o niicleo da integral, 1/(exp(hv/kT) — 1), juntamente com as

constantes da equacio, 2hv> / 2.

2hv3 e 1
BV)= " [ /DT 6.0
7;71HJC
sv) = [ KT f(T)ar 52

De maneira geral, os diferentes métodos de quadratura (retangulos, trapézios e parabo-
las) sdo colocados na forma como mostrada pela equacao (5.3), onde w; representam 0s pesos
para o método de quadratura escolhido, préprio de cada método. Neste trabalho, a discretizagao

foi realizada através da quadratura por pardbolas. Mais detalhes sdo apresentados na Sec¢do 6.

™=

g(vi)= ) Kvi,Tj) f(Tj)w, (5.3)

1

J
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E possivel perceber que o método de quadratura serd melhor tanto quanto mais rapida
for a convergéncia. Por conseguinte, quanto melhor o método, menor o nimero de intervalos

em que a regido entre 0 e 7},,,, serd dividida.

Como mencionado, o processo de discretizacdo tem como finalidade a obtenc¢do de uma

equacao integral na sua forma matricial, tal como

g = Kf, (5.4)
onde
g=[gv1) gva) ... gv) 1", (5.5)
f=[f(T) f(T2) ... f(Tn)]" (5.6)
€

WlK(Vl,Tl) WzK(Vl,Tz) WmK(VI,Tm)

W]K(Vz,Tl) W2K(V2,T2) WmK(Vz,Tm) 5.7)

_WIK(Vn,Tl) WzK(Vn,Tz) WmK(Vn,Tm)

sendo as dimensdes das matrizes, g, K e figuais a (n x 1), (n x m) e (m X 1), respectivamente.
Desta forma, pode-se notar que a obtencao de g pela equacgao (5.4) ocorre pela multiplicacdo da

matriz K (5.7), pelo vetor coluna f (5.6).

O préximo passo ap0s realizar a integracdo numérica da equagdo da radiagdo de corpo
negro (5.1), equacdo (5.4), foi realizar o problema direto, de modo a obter os dados referentes
ao espectro de radiagcdo de corpo negro, g. Levando em consideracdo a escolha de desenvolver

este trabalho no ambito apenas tedrico, estes dados foram simulados computacionalmente.

5.2 SIMULACAO DOS DADOS DE ENTRADA

A simulac@o dos dados experimentais, g(Vv), foi realizada por meio da equagdo (5.8),
que representa, de forma simplificada, a mesma equagdo mostrada em (5.3). Neste momento,

nota-se que para realizar a simulagdo dos dados experimentais, acontece a realizacdo de um
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Problema Direto, onde através de K e f, obtém-se g.

m
gi=Y Kijfiw; (5.8)
j=1

th'

3 had s
el (e — 1)_1, gi = g(Vvi) e w; sdo pesos para o

c2

Na equagdo (5.8), fj = f(T}), Kij =

método da quadratura por pardbolas.

Os dados de f(T) foram simulados para temperaturas entre 1072 ¢ 900 K, com § =
450 e B = 25000, através da equagdo (5.9). Para uma simulagio que reproduza a realidade
dos laboratérios, foi considerado, posteriormente, um coeficiente de variagdo de 5% e de 10%
nos dados de g;. Mais detalhes sobre o que cada varidvel representa na equagdo (5.9) sao

apresentados na Secao 6.
f(T})=e 7 (5.9)
A equagdo (5.9) representou, nas discussdes futuras, a fungido f(7) exata, a qual foi
comparada com as fungdes f(7') calculadas. A comparagdo da funcdo exata aconteceu com

as equagoes apresentadas no préximo tépico, sendo f(7) calculada pelo método dos minimos

quadrados, pela técnica de Tikhonov e pela proposta da derivada fracionéria.
53 A PROPOSTA DA DERIVADA FRACIONARIA - ¢/D(®)

Como abordado em se¢des anteriores, podemos expressar, de maneira geral, um pro-
blema linear na forma de g = Kf. Desta forma, uma solugdo aceitdvel para este sistema seria
encontrar uma fun¢do f, que minimize o funcional descrito na equagdo (5.10), ou seja, € preciso
encontrar um f 6timo, simbolizado aqui por f*, que faga a diferenga entre Kf e g ser minima

(método dos minimos quadrados), equacao (5.11).
P(f) =[| Kf—g ° (5.10)

£ = mfinCI)(f) (5.11)
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No entanto, para encontrar um f 6timo nos deparamos com uma matriz K que ndo é
quadrada, o que impede o cdlculo da inversa de K. Diante disso, a estratégia para tornar essa
matriz quadrada consiste em multiplicar a matriz K por sua matriz transposta (dim[K] = n x m;

dim[K"] = m x n; dim[K-K'] = n x n).

Matematicamente, isso equivale a multiplicar ambos os lados da equagao g = Kf por
K, o que fornece K'g = K'Kf e, por conseguinte, pode-se encontrar uma solugdo para f*,

dada pela equacio (5.12), a qual denotamos a matriz (K’ K)~! de Pseudo Inversa de K.

= (K'K)"'K'g (5.12)

Sobre a equacio citada acima, é importante salientar que ao calcular f* para um Pro-
blema Inverso mal colocado, ou seja, quando se considera a presenca de um erro experimental
nos dados de g, é possivel minimizar a norma do residuo (||Kf— g||), como é o interesse do
método dos minimos quadrados. Porém, isso acontece as custas de uma norma da soluggo (||f]|)

que explode (Ié-se: vai para infinito), isto €, que oscila muito.

Neste contexto, € preciso uma estratégia para contornar este problema da solugdo (5.12)
ndo ser adequada para descrever o modelo fisico. Um caminho bastante explorado na literatura

¢ a utilizacdo do método de regularizacdo de Tikhonov.

O método de Tikhonov consiste em encontrar a solu¢do f que torne minima a fungdo

@, (f), sendo

@, (F) =I| Kf —g |> +2(ao | 1| +ar | £ [* +az || £ %), (5.13)

onde f linha representa a derivada primeira e f duas linhas representa a derivada segunda. Os
parametros ag, a; € ap sdo chaves que sdo usadas para bloquear (a; = 0) e desbloquear (a; = 1)
a restri¢do adicional na norma do residuo. O parimetro de regularizagdo A representa o peso
dado a restri¢do adicional. Essa restricdo pode fornecer uma solu¢do aproximada estdvel com

norma finita (restringida por ||f||) e que oscila pouco (restringida por ||f'|| e ||f’||).

Encontrar uma solucéo 6tima, ou seja, f*, significa entdo minimizar o funcional descrito
em (5.13), como mostrado pela equagdo (5.14). A condi¢do para minimizar uma funcao é bem

conhecida, basta derivar e igualar a zero. Com isso, € possivel obter a equagdo (5.15), onde
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D ¢ a matriz identidade I, D") ¢ a forma matricial do operador derivada de primeira ordem
e D@ ¢a representacdo matricial do operador derivada de segunda orde Detalhes desta

demonstracao sio apresentados na Secao 4.2.

£}, = min®; (f) (5.14)

f: = {KTK+12(aoD? 4+ ;D +a,D?))} 'K g (5.15)

Existe um A que estabelece o bom equilibrio entre a norma do residuo e as demais
restrigdes, ||f]|, ||| € ||f”|]. Esse pardmetro de regularizagio ideal € escolhido geralmente pela

curva-L. A Figura 5.1 apresenta um esbo¢o de uma curva-L.

Figura 5.1 — Ilustragdo esquemadtica de uma curva-L.

£l

A = grande

I Kf —g|l

Fonte: Da Autora (2020).

Nota-se, pela observacao da Figura 5.1, que para cada ponto na curva tem-se um valor
de A. Dessa forma, para o primeiro ponto, tem-se A = 0, que tem seu valor aumentado a medida
que € construida a forma L da curva. O eixo das abscissas € representado pela norma do residuo,

assim como o eixo das ordenadas é representado pela norma da solucdo.

A fim de evitar alguma confusdo com varidveis que sio elevadas a determinados niimeros, o grupo de pesquisa
adotou a notagdo D@, DM e D, com suas respectivas ordens das derivadas entre os parénteses. Isto significa
que trata-se de um operador derivada de ordem zero, assim como um operador derivada de primeira ordem e um
operador derivada de segunda ordem, respectivamente.
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Para cada valor do parametro de regularizacido tem-se uma norma da solu¢do e uma
norma residual. Quando A é igual a zero, a solu¢do encontrada minimiza a norma do residuo,
mas, em geral, com grande valor da norma da solu¢@o. Por outro lado, quando A é grande, en-
contramos uma solu¢cdo com norma finita, porém com norma residual grande, como observado

na Figura 5.1.

Sendo assim, existe um parametro de regularizacio ideal que estabelece um bom equi-
librio entre essas duas contribui¢des. Geralmente, este A ideal é obtido pelo canto da curva.

Neste trabalho, a curva-L foi usada para obter o parametro de regularizacdo inicial.

Nesta etapa, pode-se incorporar o objetivo proposto neste trabalho, que consiste em
melhorar o funcional de Tikhonov (5.13), substituindo as derivadas de ordem inteira, por uma
derivada de ordem fraciondria, como ilustrado pela equacao (5.16), sendo a ordem fraciondria

denotada por «.

dof|?

Dy olf) = KE—g | +22| 7

(5.16)

Encontrar uma solu¢éo f* que minimize o funcional de Tikhonov, depende agora, ndo
apenas do pardmetro de regularizacdo A, mas também da ordem da derivada fraciondria, «,

como pode ser visto pela equacgdo (5.17).
f}‘w :mfinCD;L?a(f) (5.17)

O resultado apresentado na equacdo (5.17) pode ser obtido por procedimentos seme-
lhantes aos da equagdo (5.15), levando a equacéo (5.18). Se considerado um A fixo, pode-se
entdo modular um o de modo a fornecer uma melhor solucao de f, o que torna a proposta mais
flexivel.

f; o = {K'K+A’D*}'K'g (5.18)

Na equacio (5.18), D@ ¢o operador derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov, des-
crito pela equacdo (5.19), e o é a ordem da derivada. A equacdo (5.20) descreve o coeficiente

binomial presente em (5.19).

N

GL (@) o L ke B
(D' f)(1) = lim, h“k:Zo( 1) Coy e f (2 — ki) (5.19)
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B INa+1)
Cak= T(k+ DD(a—k—+1) (5-20)

Uma férmula de recorréncia para o coeficiente binomial, que utiliza uma informagao

anterior para calcular um préximo dado, foi implementado nos célculos. Este novo coeficiente

*

binomial, C ke

mostrado na equacao (5.21), fornece um cdlculo com uma maior rapidez e

estabilidade na convergéncia dos dados.

a+1Y\
Z,kZ(l—T) k1 (5.21)

De maneira andloga as comparagdes que foram realizadas entre a fungdo f(7') exata e
as calculadas pelas equacdes (5.12), (5.15) e (5.18), o espectro de radiacio de corpo negro ex-
perimental, simulado pela equacdo (5.8), foi comparado com o espectro de radiacio calculado.

cal

A obtencao do espectro calculado, g, € apresentado no tépico a seguir.

5.4 A OBTENCAO DO ESPECTRO CALCULADO - g

Ap6s realizar o Problema Inverso para obter as fungdes f(7'), calculadas pelo método
dos minimos quadrados (5.12), pela técnica de regularizacdo de Tikhonov (5.15) e, por fim,
pela proposta da derivada fraciondria (5.18), pdde-se realizar o Problema Direto para obter,

desta vez, o espectro total de energia calculado, gcal.

Esta nova informacdo permitiu a comparagdo com o espectro total de energia experi-

cal _ P for menor do que o

mental, g**P. O bom resultado acontece quando a diferenca, g
erro experimental considerado. Essa € uma comparagdo muito usual no contexto de Problemas

Inversos.

Em linhas gerais, as subsecdes anteriores (5.1, 5.2, 5.3 e 5.4) permitiram mostrar o
caminho para o desenvolvimento de toda a proposta do trabalho. Por fim, foi preciso de meios
para solucionar as equagdes apresentadas até o momento e que permitiram analisar se a inclusao

do operador derivada de ordem fraciondria foi eficaz ou ndo.

A execucdo de todas as equagdes apresentadas no presente trabalho foi realizada por

meio de auxilio computacional, o software MATLAB.
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5.5 O MATLAB COMO FERRAMENTA PARA OBTENCAO DOS DADOS

O MATLAB € um software que foi criado por Cleve Moler no fim dos anos de 1970 e
lancado comercialmente em 1984 pela empresa MathWorks. Esta ferramenta de trabalho é um

ambiente completo que contém diversas rotinas para, principalmente, resolucao de equagdes.

E uma linguagem de programagio apropriada aqueles que desejam implementar e testar
solugcdes que sejam capazes de auxiliar em investigacdes laboratoriais. Ele € voltado, em geral,

para engenheiros e cientistas.

Em outras palavras, o MATLAB pode ser considerado um “laboratério de matema-
tica”, destinado a fazer cdlculos cujo elemento bésico de informacdo é uma matriz (MATLAB

= Matrix Laboratory).

Neste trabalho, todo algoritmo proposto para a resolu¢do das equacdes de interesse
foi desenvolvido pelo grupo de pesquisa de Quimica Matemadtica do Instituto de Quimica -
UNIFAL-MG, com coordenacgdo do professor e pesquisador Dr. Nelson H. T. Lemes. O cédigo
completo pode ser encontrado ao final deste trabalho (APENDICE B).

Em linhas gerais, o algoritmo proposto trata-se de uma sequéncia de cédigos, elabora-
dos com a finalidade de obter os respectivos dados e grificos deste manuscrito. A Figura 5.2
foi preparada com o propésito de fornecer uma maior compreensdo da fungdo do algoritmo e

de todo o processo executado neste trabalho.

O algoritmo apresentado no APENDICE B foi construido de maneira a atender esta
sequéncia descrita na Figura 5.2. Essa ilustracdo também simplifica toda metodologia proposta

neste estudo.

De maneira resumida, apds obter o g experimental, que pode também ser chamado
de g exato, foi possivel realizar o Problema Inverso e calcular as fungdes f(7) para os trés
casos mencionados. Posteriormente, essas fungdes foram comparadas com a fungdo exata,

inicialmente proposta.

Uma segunda comparacao, mais usual quando se trata de trabalhos envolvendo pro-

blemas inversos, foi realizada apds obter o espectro total de radiacao calculado, gcal, por um



55

Problema Direto. Essa comparacdo foi realizada pelo espectro experimental e o calculado,

onde foi esperado que essa diferenca fosse menor do que o erro experimental considerado.

Figura 5.2 — Rotina utilizada para a obtenc¢do dos dados.

I(T;)
exata _(1;-5)2
mE

2nv: =1
s =25 [T
0 kT

2 .
c ekt — 1

£(T)dT

m
gi= Y Kijfjw;
=

m

03ja.41q ewa|qoid

gi= ) Kijfjwj+erro

j=1

g(vi)

experimental

Problema Inverso

ff=(K'K) " 'K'g
f; = { K"K+ 1%(aoD +

gcal . gexp
a; DY +a,D?)}-1K’g

< erro

experimental £, = {KTK_'_;LZD(a)}—]KTg
N

f(T})

calculada

g(Vvi)

Problema Direto

calculado

Fonte: Da Autora (2020).
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6 RESULTADOS E DISCUSSAO

Como ja mencionado, precisou-se inicialmente discretizar a equacao (5.1) pela quadra-
tura por parabolas. Esta escolha pode ser justificada através de um simples exemplo retirado de

LEMES (2018). Considere, por exemplo, a integral exposta pela equacao (6.1).

/2
/0 sen(x)dx (6.1)

Se f(x) é uma fung¢do definida no intervalo [a,b], onde a =0 e b = 7/2, entdo a integral
definida de f(x), de a até b, serd dada pela drea sob a curva f(x) entre os limites a e b. Partindo
desta premissa, pode-se dizer, aproximadamente, que a integral corresponde a soma das dreas

dos retangulos, trapézios ou polindmios contidos neste intervalo.

Desta forma, tem-se as equacdes (6.2), (6.3) e (6.4) que descrevem, respectivamente, a
integragdo numérica por retangulos, trapézios e polinomios. Nota-se a devida equivaléncia com
o cdlculo de suas dreas, onde a drea de um retangulo € obtida através da base x altura, area do
trapézio é representada por (base maior + base menor) x altura/2 e, por fim, P; representa um

polindmio de segundo grau dado por P (x) = ax? + bx+c.

b n—1
L= | f(x)dx=1im Y f(e)h 6.2)
! /a h—0 ;’)
b A ) 4 £ ()R
Liyap = | f(x)dx = lim (6.3)
P /a h—0 l.;') 2
b n—l Xit2
Lpar = /a flx)dx = }lll_r)r(l) i:lmzpar /x,- P5(x)dx (6.4)

Pode-se dizer que a quadratura por pardbolas € mais eficaz considerando os casos em
que foram feitos 16, 32, 64 e 128 intervalos entre a e b. A Tabela 6.1 apresenta os valores para

cada quadratura.

A subrotina intpar, retirada de LEMES (2018), testa o método da pardbola para o caso
da integral (6.1), que foi a mesma utilizada para testar os outros métodos citados usando os
pesos adequados. O argumento de entrada da subrotina representa o nimero de intervalos em

que a regido, entre a e b, serd dividida, isto €, n.
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Tabela 6.1 — Comparagdo entre os métodos de quadratura por retangulos, trapézios
e pardbolas da integral fon/ 2 sen(x)dx, cuja solugdo exata é 1.

n | Retangulo | Trapézio | Pardbola
16 0,9501 0,9992 1,0000
32 0,9753 0,9998 1,0000
64 0,9877 0,9999 1,0000
128 0,9939 1,0000 1,0000

Fonte: LEMES (2018).

function sab=intpar(n)

a=0; b=pi/2; dx=(b-a)/n;

i=0:n; x=atix*dx;

f=func(x);

sl=sum(f(2:2:n));
s2=sum(f(3:2:n-1));

sab=[f (1)+4*xs1+2*xs2+f (n+1)]1*dx/3;

end

function f=func(x)
f=sin(x);

end

Nota-se, pela observacdo da Tabela 6.1, que a convergéncia dos dados para o método
da pardbola sdo mais rdpidos quando comparados com os métodos do retangulo e trapézio.
E preciso mais do que 128 intervalos para que a convergéncia pela quadratura por retingulos
chegue ao valor esperado, 1. Para o método do trapézio, esse mesmo intervalo consegue atingir

o valor da unidade.

Esses dois métodos sdo superados quando implementado o método da pardbola. Com
apenas 16 intervalos obtém-se o valor esperado. Portanto, com este simples exemplo pode-se

justificar a escolha por este método para a realizacao da discretizacdo da equacgdo (5.1).

Como dito, essa equagdo se trata de uma equacdo integral de Fredholm de primeira

ordem, cuja determinac¢do do f(7) é um problema mal colocado. O motivo pelo qual esse
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problema é considerado como mal colocado tem total ligacdo com o que € chamado de indice de
condicionamento. Neste momento, cabe uma discussao extremamente vélida, principalmente

por ser algo que muitos experimentais ndo abordam.

-

E sugestivo pensar que se nas rotinas laboratoriais sdo cometidos pequenos erros nas
medi¢des, serdo acarretados erros também pequenos nos resultados obtidos. Na linguagem
mostrada no trabalho, seria 0 mesmo que dizer que se ligeiras perturbacdes fossem acrescenta-
das nos dados de g, por exemplo, devido a erros experimentais, a solucdo f também seria apenas

ligeiramente modificada.

No entanto, nem sempre isso acontece. Existem casos em que uma pequena perturbacio
nos valores de entrada g acabam por induzir grandes variacdes na solugdo de sistemas f e, nesse
caso, a matriz K é dita mal condicionada. No caso oposto da matriz ser considerada bem
condicionada, as solugdes f apresentariam erros da mesma ordem de grandeza das pertubagdes

consideradas nos dados de entrada g.

Em outras palavras, o indice de condicionamento de uma matriz € uma medida da
sensibilidade da solu¢do f quanto a perturbac¢des nos dados de g. Sendo assim, se o indice de
condicionamento de K for grande, uma pequena alteracdo nos dados pode levar a uma solugdo

f inaceitavel.

A determinacdo do indice de condicionamento da matriz K € feita pela multiplica¢do
da norma de K vezes a norma de sua inversa, ou seja, cond(K) =|| K |||| K~! ||. Através da

equagao (6.5), pode-se notar que o indice de condicionamento relaciona o erro relativo em f,

representado por %, e o erro relativo em g, pela parcela %.
[ Af | 1 1Al
e UK 5= (6.5)
1] gl
A expressao acima fornece um limite para % para um dado %. Este limite aumenta

com o indice de condicionamento da matriz K. Portanto, mesmo com um pequeno erro rela-
tivo considerado em g, o erro relativo gerado em f dependerd, intrinsecamente, do indice de

condicionamento da matriz K.

No presente trabalho, o indice de condicionamento da matriz K foi equivalente a 1,37 x
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107!, Portanto, diante do exposto, pode-se entender que devido ao alto valor deste indice,
mesmo na presenca de pequenos erros nos dados de entrada, isto certamente ird gerar grandes

oscilagdes na solugdo do problema.

Este fato evidencia a terceira condi¢do para um problema ser considerado como mal
colocado, a ndo continuidade. Dessa forma, o problema inverso da radiacao de corpo negro &,

de fato, um problema mal colocado.

Como comentado anteriormente, a obtencao do espectro de energia total experimental
(g®*P) foi simulado neste trabalho. Para tal, foi preciso antes de uma fun¢do f(7) exata que
pudesse, através de um problema direto, fornecer o espectro de radiacdo experimental (ver
Figura 5.2). Dessa forma, a fungdo f(7) exata, descrita pela equagdo (5.9), tem o formato

apresentado pela Figura 6.1.

Figura 6.1 — Fun¢do f(T') exata obtida através da equagéo (5.9).

f(T)

Fonte: Da Autora (2020).

A equacdo (5.9) é bastante utilizada em estudos sobre radiacdo de corpo negro. Nesta
equacdo, a varidvel T; representa a faixa de temperatura, considera de 1072 até 900 K, além
disso, 0 corresponde ao ponto de maximo na curva, assim como o valor de 8 modula sua

largura. Os valores para este grafico correspondem a 8 =450 e 3 = 25000.

A subrotina fextl, permite construir o grafico descrito na Figura 6.1. Através desse c6-
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digo, pode-se notar que os valores de entrada correspondem as varidveis citadas anteriormente,

Tnax, O € B. Portanto, alterando esses valores, pode-se também alterar a curva correspondente.

function fextl(Tmax,delta,beta)

%>>fext1(900,450,25000)

afunc=0(T) exp(-(T-delta).~2/beta);
T=0.01:5:Tmax;

al=afunc(T);

figure(1)

plot(T,al,'ko")

xlabel('T,K")

ylabel ('£(T) ")

axis ([0 900 0 1.151)

end

Através da equacao (5.9) € possivel também visualizar a afirmativa citada anteriormente
de que, na pritica, f(T) = 0 quando T > T,4,. Quanto maior o valor de 7, maior o argumento
da funcdo exponencial. Entretanto, se tratando de um termo que possui um negativo, pode-se
esperar que quanto maior o valor da temperatura, menor se tornara a funcéo, isto é, f(7') tendera

cada vez mais a zero.

Com a fungdo f(7T') exata ja obtida, pdde-se entdo obter os valores correspondentes ao
espectro de radiacdo de corpo negro experimental, g=*P, através da equacdo (5.8). A Figura
6.2 apresenta a distribuigdo de g(Vv) para vérios valores de frequéncia, sem a presenca de erro

experimental.

Para uma simulacdo mais realista, que representasse mais a realidade nos laboratorios,

erros experimentais foram introduzidos no espectro total de energia, g;, equagao (5.8). Esta
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Figura 6.2 — Espectro de radiacao de corpo negro simulado sem a presenca de erros
experimentais.

x107°

g(v)

Fonte: Da Autora (2020).

nova simulagdo é descrita na Figura 6.3.

Figura 6.3 — Espectro de radiacdo de corpo negro simulado com a presenga de erros
experimentais.

g(v)

Fonte: Da Autora (2020).
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A estratégia utilizada para a inclusdo de erros experimentais, foi sortear valores proxi-
mos dos valores exatos, indicados pelos circulos nas Figuras 6.2 e 6.3. Portanto, inicialmente
foi proposta a inclusdo de barras de erro nos dados exatos, obtidas por uma distribui¢do gaus-
siana, com o propdsito de que os valores sorteados fossem proximos dos valores exatos. Esses

novos valores sao mostrados na Figura 6.3 pelos asteriscos.

O tamanho da barra de erro, considerada em cada valor exato, varia de tamanho. Essa
diferenca pode ser justificada pela observagdo da equacgao (6.6), onde pode-se notar que o desvio
padrdo, o, que modula a largura da gaussiana e, consequentemente o tamanho da barra de erro,
é calculado sobre o valor de g(V), representado na equagio pela média, x. Na equacéo (6.6), Cv
representa o coeficiente de variagdo.

Cv

x100% .. o= X X (6.6)

Cv= 100%

=l Q

Portanto, a barra de erro representa o coeficiente de variacdo de 5%, para valores de
ventre 0 e 1 x 10! Hz e 10%, para valores de v entre 1 x 10'* Hz e 2 x 10'* Hz. Sendo
assim, para valores como, por exemplo, v = 0,4 x 10'* Hz, tem-se um grande valor de g(V)
correspondente, logo, o desvio padriao calculado sobre este valor fornece uma barra de erro
grande. Em contrapartida, para valores como, por exemplo, v = 0,1 x 10'* Hz, tem-se um

valor pequeno de g(V) e, consequentemente, uma barra de erro menor.

Para valores maiores de frequéncia (1 x 10" Hz a2 x 10'* Hz) foi considerado um coe-
ficiente de variacao de 10%. Isso porque, em média, tem-se uma maior imprecisao ao trabalhar
com valores de medidas menores, isto é, para valores grandes de v, tem-se a medida em g(Vv)

muito pequena, o que sugere considerar um coeficiente de variacao maior, 10%.

Sendo a equacdo da radiagdo de corpo negro colocada em seu formato matricial, g = Kf,
a escolha do tamanho dos vetores correspondeu a um vetor coluna g de comprimento 25, K uma

matriz de tamanho 25 x 150 e f um vetor de comprimento 150.

Em algumas situacdes experimentais, pode-se dizer que ndo € possivel obter muitos
resultados experimentais, uma vez que esta situacdo depende de diversos fatores como, por
exemplo, quantidade de reagentes, aparelhagem disponivel, dentre outros. Desta maneira, o

valor pequeno do vetor g (25) foi pensado a partir desta premissa.
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Por outro lado, o tamanho do vetor f (150) foi proposto pensando em deixar evidente
que problemas inversos mal colocados possuem uma grande oscilagcdo. Em outras palavras, con-
siderar um vetor f pequeno, seria 0 mesmo que camuflar as oscilagdes, o que pode-se entender

que ndo seria algo que representaria a realidade dos problemas tratados.

Ap06s simulado o espectro de radiagdo de corpo negro experimental, pode-se partir para
a préxima etapa do estudo, a obtencdo das fung¢des f calculadas, obtidas a partir da informagao
de g. Essa etapa foi realizada pelo método dos minimos quadrados, regulariza¢do de Tikhonov

e pela proposta da derivada fraciondria.

A resolugdo de problemas inversos na presenca de erros experimentais nao € uma tarefa
trivial. Muitas vezes, resolver um problema inverso por técnicas ja conhecidas, como por exem-
plo, o método dos minimos quadrados, ndo € suficiente para obter resultados que satisfazem as

exigéncias fisicas do problema, como uma norma finita da solugao.

O problema citado anteriormente ocorre quando se resolve a equagdo proposta em
(5.12), e que pode também ser visualizado através da equacgdo (5.15), quando se considera
ap = a; = ap = 0. Através deste caminho € possivel encontrar uma solucdo que tenha um

residuo ||Kf — g|| razoavelmente pequeno, porém com uma norma da solug@o ||f|| grande.

Por meio da Figura 6.4 pode-se entender, claramente, que a obtencdo da funcdo f sem
uma técnica de regularizacdo € uma solugdo inaceitdvel para o problema, uma vez que sua

solucdo explode, isto é, a solucdo vai para infinito em torno da solugdo exata.

A estratégia usual para contornar este problema € fazer uso do método de regularizacdo
de Tikhonov (equacdo (5.15)). A grosso modo, a proposta de Tikhonov consistiu em tornar
os vetores da matriz K, que sdo quase linearmente dependentes (QLD), em uma matriz de
vetores linearmente independentes (LI). Para isso, foi proposto adicionar o termo AT na matriz

(KT'K)~!, deixando assim todas as linhas LI.

Para muitos casos, a solucdo proposta por Tikhonov teve grande sucesso (BRAGA,
2001; HANSEN, 1998; LEMES; BRAGA; BELCHIOR, 1998; VOGEL, 2002). No entanto,
para alguns outros casos, a solucdo ainda exibe oscilacdes muito grandes quando hé erros nos

dados de g, devido ao problema ser mal colocado.

Neste contexto, foi proposta uma melhoria neste método. Tal melhoria consistiu em adi-
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Figura 6.4 — Comparacao entre a distribui¢ao de temperatura exata (circulo) e a so-
lucdo f calculada sem a regulagdo de Tikhonov (equagdo (5.15) com
aop = a; = ap = 0), linha preta continua.
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Fonte: Da Autora (2020).

cionar a norma residual, um operador derivada de ordem fraciondria, que pode ser visualizado

pela equagdo (5.18).

Entretanto, para realizar a comparacao entre os dois processos mostrados (técnica de
Tikhonov e a proposta da derivada fraciondria), foi necessdrio coletar algumas informacdes
antes como, por exemplo, qual parAmetro de regulariza¢do (A) usar e qual a ordem da derivada

fraciondria, isto €, qual o valor de «.

O método de regularizacdo de Tikhonov requer apenas um parametro para regularizar
a solugdo (A). J4 a proposta deste trabalho, considera dois pardmetros, A e @, o que torna
a proposta mais flexivel, uma vez que para regularizar a solugdo pode-se manter o A fixo e
modular o valor de o a fim de fornecer uma melhor solugdo, ou seja, uma solucdo que se

aproxime mais da solucao exata.

Portanto, o primeiro passo consistiu em obter o parametro de regularizacao através da
equagdo (5.15), com ag = 1 e a; = ap =0, que seria 0 mesmo que considerar & = 0. A curva-L,

apresentada na Figura 6.5, foi utilizada para fornecer um A inicial que, geralmente, é indicado
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pelo canto da curva. O valor sugerido pela curva correspondeu a 1 x 10~!'. A construcio da
curva preta continua seguiu uma sequéncia que se repetiu do inicio da curva até o final.
Figura 6.5 — Curva-L obtida através da equagdo (5.15) comag=1¢e a; =a; =0,

linha preta continua. O ponto marcado pelo quadrado corresponde ao
parametro de regularizagdo de 3,16 x 10710,
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Fonte: Da Autora (2020).

A sequéncia proposta para a constru¢ao da curva foi iniciada ao assumir um valor de
A, incluir na equag@o (5.15) e obter uma solugdo para f. Apds isso, foi possivel obter a norma
de ||f|| e a norma do residuo ||Kf —g||, o que resultou em um ponto da curva preta continua. O

processo descrito se repetiu até que se completasse toda curva.

Desta maneira, para cada valor de A foi possivel obter uma solugdo f através da equagio
(5.15) que, por sua vez, possibilitou a construgéo de varios graficos f(7T') por T. Destes varios

gréficos, foi possivel escolher o que visivelmente se adequou melhor a solucao que se buscava.

Em outras palavras, testando os valores proximos do sugerido pela curva, foi possivel
obter um valor melhor. Este valor, 3,16 X 10719, forneceu uma melhor solugdo, isto é, con-
trolou melhor o formato da solu¢do. A Figura 6.5 apresenta o valor escolhido, sinalizado pelo

quadrado na curva.

Vale comentar que a curva-L. € um gréfico utilizado como primeiro recurso para se
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obter um valor inicial e que fornece um bom equilibrio entre a norma da solucdo e a norma do
residuo. Em muitos casos, o valor sugerido pela curva é, de fato, o melhor valor para a solug¢ao

de interesse.

Entretanto, isso pode variar de problema para problema como, por exemplo, no caso
deste trabalho. O valor sugerido pela curva correspondia a um valor bom, no entanto, testando
outros valores pdde-se encontrar um valor (3,16 x 10719) que fornecia uma melhor solucio

paraf.

Além disso, pode-se notar que o valor sinalizado pelo quadrado na Figura 6.5 corres-
ponde a um valor que estd mais a direita do canto da curva-L, com pouca diferenca entre a
norma da solu¢do, porém com o valor da norma do residuo aumentado. Ainda assim, € possivel

compreender que o mais importante é garantir que a norma da solucdo (||f||) esteja minimizada.

ApO6s a obtengdo do parametro de regularizacdo 6timo para a equacao (5.15), foi assu-
mido que este parametro (3,16 x 10719 era também um A 6timo para a equacdo (5.18). Era
preciso, portanto, provar esta hipotese proposta. Para isso, antes foi necessario obter a ordem

fraciondria, o, para poder entdo realizar a comparagao.

A escolha do « foi realizada por meio do gréafico exposto na Figura 6.6, que corresponde

a curva obtida pela norma da derivada primeira da solugdo, ||D(1)f}‘L o ||> para virios valores de

.

A justificativa para a obten¢do da ordem fraciondria através da derivada primeira da
func¢do esta na sua defini¢do geométrica, a inclinagdo da curva. Quando se trabalha com uma
fun¢do que oscila muito, a derivada primeira dessa funcdo ird oscilar ainda mais, pois ora a
inclinacdo da reta ird para mais infinito, ora para menos infinito, ora para zero, € assim por

diante.

A funcdo investigada neste trabalho possui grandes oscilagdes, devido o problema ser
mal colocado. Portanto, para saber o quanto essa funcdo realmente oscila, basta calcular a

norma da sua derivada primeira.

Portanto, pode-se inferir que quando a norma da derivada primeira da funcdo é pequena,
quer dizer que, para aquele valor de o, existe uma pequena oscilagio em f* e, por outro lado,

quando a norma da derivada for grande para determinado valor de o, que f* estd oscilando
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Figura 6.6 — Norma da derivada primeira da solug@o, | \D(l)f;{ o||> obtida pela equa-
¢ao (5.18) para diferentes valores de &, com A fixo.
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Fonte: Da Autora (2020).

muito.

O processo de construgdo da curva partiu da escolha inicial de um valor de o (por
exemplo, 0,0, 0,1, 0,2, 0,3, etc) e, posteriormente, era calculada a derivada fraciondria de

Griinwald-Letnikov e incluida na equacao (5.18).

Dessa forma, era possivel obter a funcdo f) , e fazer a derivada primeira. Por fim, era
entdo calculado a norma da derivada primeira da funcdo para o & escolhido inicialmente. Esse

processo foi realizado para todos os pontos usados na constru¢ao da curva.

Em linhas gerais, a inten¢@o era que o & 6timo seria aquele que estivesse no minimo
da curva, o qual era possivel inferir que, para aquele valor, a funcdo estaria oscilando menos.
Entretanto, graficamente, optou-se por & correspondente a 0,6, que € um valor préximo do su-

gerido pelo minimo da curva. Este valor pode ser visto na Figura 6.6, sinalizado pelo quadrado.

Sendo assim, este grafico foi usado com o mesmo intuito do gréafico da curva-L, que era
estimar um valor inicial e, depois, testando valores proximos do sugerido, era encontrado um

valor que se adequava melhor a solugdo desejada.
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Depois de determinada a ordem fraciondria, pdde-se fazer a comparacdo das duas solu-
coes (5.15 e 5.18) com o mesmo valor do parametro de regularizacio e visualizar se as normas

das solucdes e dos residuos eram proximas.

Sendo assim, através da equacao (5.18), com « fixo (0,6), pdode-se encontrar a solucao
f’j’ o» calcular sua norma, assim como a norma do residuo e obter todos os pontos para construir
a curva pontilhada preta, exposta na Figura 6.7. Para esta curva, o valor sugerido pela curva-L
correspondeu a 3 x 10711,

Figura 6.7 — Curva-L para a equacdo (5.15) com ay = 1 e a; = a; = 0 (linha preta
continua) e equacao (5.18) com o = 0,6 (linha preta pontilhada). Os
pontos marcados pelo quadrado e pelo circulo correspondem aos pa-
rAmetros de regularizacio do 3,16 x 1070 para a equacdo (5.15) e
(5.18), respectivamente.
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Fonte: Da Autora (2020).

Na Figura 6.7, ambos os simbolos, quadrado e circulo, correspondem ao parametro
de regularizacio 3,16 x 10710, sendo o primeiro obtido pela equagio (5.15), com ap = 1 e
a; = a» = 0 e o segundo pela equacdo (5.18), com o = 0,6. Pode-se notar que as normas
das duas solugdes e dos dois residuos sdo proximas, o que valida a hipétese inicial de que o

parimetro de regularizagdo 6timo para (5.15), € também o A 6timo para (5.18).

Realizadas as etapas descritas anteriormente, pdde-se entdo realizar as comparagdes

entre a solugdo f(T') exata e as calculadas pela regularizagdo de Tikhonov (oraap =1 e a; =
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ap =0,o0raa; =1eag=ap;=0)e aproposta do trabalho com o = 0,6. A Figura 6.8 apresenta

tais comparagdes.

Figura 6.8 — Comparacgado entre a distribui¢cdo de temperatura exata (circulo) e as
calculadas. A linha continua vermelha foi obtida pela equagdo (5.15)
comag = 1 e a; = ap =0 e alinha continua verde pela equagao (5.15)
coma; =1eay=ap =0. O simbolo asterisco azul € a solu¢ao encon-
trada pela equagdo (5.18) com o = 0,6. Todos esses resultados foram
obtidos usando A = 3,16 x 10719,
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Fonte: Da Autora (2020).

A Figura 6.8 trata-se de um grafico da distribuicdo de temperatura f(7) para vérias
temperaturas. E importante salientar que o cdlculo da funcfo obtida pelo método dos minimos
quadrados ndo foi incluido neste grafico pelo fato, j4 comentado, de sua norma da solugdo
possuir grandes oscilagdes, o que prejudicaria uma visualizagdo mais eficaz das outras solucdes

(ver Figura 6.4).

Todas as comparacdes foram realizadas tendo como referéncia a equagdo (5.9), que é
descrita pelos circulos pretos, e com o parimetro de regularizacio igual a 3,16 x 10710, Na
primeira comparagdo, pode-se destacar a linha continua vermelha, obtida pela equacgdo (5.15)
comayg = 1ea; =ap =0, isto é, considera-se a adi¢do do operador derivada de ordem zero,

D).

Nota-se nesta comparagdo a grande oscilagdo que este operador derivada fornece. En-
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contrar f por este caminho chega-se a uma solugdo instavel, além de ndo ser uma boa aproxi-

magdo para a funcio exata.

Na segunda comparacao, € possivel encontrar um resultado melhor quando se considera
na equagdo (5.15) a; = 1 e ag = a, = 0. Este resultado é mostrado na Figura 6.8 pela linha verde
continua. No entanto, € possivel perceber que esta solu¢ao fornece uma amplitude grande, além

de uma visivel oscilagio para temperaturas maiores.

Estas sao as melhores solucdes fornecidas pela equacao (5.15). Geralmente, as estraté-

gias utilizadas para melhorar essas solucdes sao:

a) remover os erros experimentais de g;
b) diminuir a dimensao do vetor f; e

¢) mudar a rotina de quadratura numérica.

No entanto, remover os erros experimentais, assim como diminuir a dimensao do vetor f, ndo

sdo estratégias que, geralmente, quimicos tedricos adotariam.

Como se sabe, a Quimica Tedrica busca descrever, com o auxilio da Matematica, a
realidade da natureza e dos laboratdrios experimentais. Desta forma, ndo considerar a presenga
de erros experimentais ndo seria algo praticavel, uma vez que tais erros sdo intrinsecos de cada

experimento.

Além disso, como ja comentado, diminuir a dimensao do vetor f seria 0 mesmo que
disfarcar as oscilagdes. Entretanto, simplesmente por considerar a presenca dos erros experi-
mentais, ja se trata de um problema mal colocado, devido a ndo continuidade. Por conseguinte,
se estd lidando com oscilagdes. Assim, para uma representacdo mais realista € preciso, de fato,

considerar um vetor f com dimensao significativa.

Por fim, a dltima estratégia seria mudar a quadratura numérica. Contudo, j4 foi demons-
trado que a quadratura por pardbolas, escolhida neste trabalho, converge mais rapidamente do
que as outras quadraturas. Em outras palavras, o nimero de intervalos que se divide a drea

pretendida de a até b € consideravelmente inferior aos outros métodos.
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Este trabalho propds um caminho diferente destes citados. Quando a equacgdo (5.18) é
usada para encontrar f, tem-se um novo pardmetro, &. Neste caso, com A fixo (3,16 x 10_10),
pode-se usar o para controlar a amplitude das oscilagdes. Com a = 0,6, encontra-se uma
solu¢do que possui uma norma residual pequena, bem como oscilagdes de pequena amplitude.

Estes resultados sdo mostrados na Figura 6.8 pelos asteriscos azuis.

Portanto, € possivel notar facilmente que o uso da equacgdo (5.18) ao invés da equacdo
(5.15) fornece um resultado que € melhor. Além disso, a proposta deste trabalho recupera as

mesmas representagdes propostas pelo método de regularizaciao de Tikhonov.

Quando o = 0, a solug@o da equacdo (5.18) € igual ao casoem que ap =1, a; =0¢e
a; = 0, na equacdo (5.15). Se ap =0, a; = 1 e ap = 0, na equacdo (5.15), fornece 0 mesmo
resultado que o = 1, na equacdo (5.18). Finalmente, a equacao (5.15) e a equacao (5.18) levam

ao mesmo resultado quando ay =0, a; =0e a, = 1, com o = 2 na ordem da derivada.

Fora desses casos especiais, existem muitas solu¢des que ndo estdo contidas no espaco
de solucdo da equacgdo (5.15), mas estdo contidas no espago de solucdo da equacao (5.18), onde
o € RTe0 < a<2. Assituagdes citadas anteriormente podem justificar que a proposta deste

trabalho fornece uma melhor flexibilidade e melhores opcoes de trabalho.

Sendo assim, pode-se dizer que o grafico da Figura 6.8 é demonstrado para o = 0,
através da linha continua vermelha, o = 0,6 pelos simbolos asteriscos azuis e, por fim, o = 1,
representado pela linha continua verde. Desta forma, é possivel perceber que a medida que
se varia & de 0 até 1, ou seja, da linha vermelha até a linha verde, a solucdo se aproxima da
exata. Assim, € sugestivo pensar que algo entre O e 1 seria, de fato, o resultado que mais se

aproximaria da curva preta exata.

Nao foi demonstrado até o exato momento como se comportaria a solug¢do obtida através
da derivada segunda, ou seja, a; = 1 e agp = a; = 0 na equacgdo (5.15). Este resultado pode ser

visualizado através da Figura 6.9.

Nota-se que, assim como na solucdo do método dos minimos quadrados (com ag =
a; = ay = 0 na equacdo (5.15)), mostrada Figura 6.4, a solu¢do obtida pela adi¢do do operador

derivada de segunda ordem, D), ndo fornece uma boa aproximag¢ao com a solucao exata.

Além disso, a titulo de curiosidade, na Figura 6.10 foi plotado o grafico para o = 1,2.
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Figura 6.9 — Comparacao entre a distribui¢ao de temperatura exata (circulo) e a so-
lucdo f calculada através da equacdo (5.15) comay =1eag=a; =0,
linha preta continua.

f(T)

Fonte: Da Autora (2020).

E possivel notar a similaridade com a solucdo obtida pela equacdo (5.15) com a; = 1 e ag =
az = 0 (linha verde continua) mostrada na Figura 6.8. Percebe-se, entretanto, que as amplitudes
aumentam em torno da solucdo exata, o que nos permite inferir que os valores fracionarios de 1

até 2, ndo sdo situagdes favoraveis.

Ao retornar a Figura 5.2, € possivel notar uma tultima etapa, extremamente importante,
a comparagdo do g experimental, obtido por simulacdo, com o g calculado. Essa € uma compa-

racdo muito usual no contexto de Problemas Inversos.

E possivel antes, demonstrar uma afirmativa apresentada em linhas anteriores. Durante

o texto foi afirmado que a solucao f, obtida através do método dos minimos quadrados, minimiza

a norma do residuo (|| Kf —g ||), no entanto, com uma norma da solugio (|| f ||) com grandes

oscilacoes (ver Figura 6.4).

Através da Figura 6.11, € possivel visualizar que, de fato, a norma do residuo € minimi-
zada quando utilizada a equagdo (5.12) ou (5.15) com ay = a; = ap = 0. Essa observagdo pode

ser notada pelos circulos pretos.
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Figura 6.10 — Comparacao entre a distribui¢do de temperatura exata (circulo) e a
solugdo f calculada através da equacdo (5.18) com o = 1,2, linha
preta continua.
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Fonte: Da Autora (2020).

Figura 6.11 — Minimiza¢do da norma do residuo para a equacdo (5.12) ou (5.15)
com ag = a| = ap = 0, circulos pretos.
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Fonte: Da Autora (2020).
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O tamanho da barra de erro considerado possui 0 mesmo significado exposto anteri-
ormente. Portanto, para valores de v entre 0 até 1 x 10'* Hz foi considerado um coeficiente
de variacdo de 5% e para valores maiores (1 X 10 Hz a 2 x 10 Hz) foi considerado um

coeficiente de variagdo de 10%.

A Figura 6.12 possui a mesma interpretacdao, porém para as outras solu¢des com o
método de Tikhonov e a proposta da derivada fraciondria. O grafico apresenta a diferencga
entre o espectro de radiacdo de corpo negro experimental e o calculado, para varios valores de
frequéncia.

Figura 6.12 — Minimiza¢ao da norma do residuo para a equacao (5.15) com ag =
1 e a; = ap; = 0 (tridngulos vermelhos) e a; =1 e ay = a; =0 na
mesma equacdo (circulos verdes). Os quadrados azuis representam o

resultado da equagdo (5.18) com o = 0, 6.
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Fonte: Da Autora (2020).

Os triangulos vermelhos representam o residuo para o resultado obtido pela equacdo
(5.15) com ag =1 e a; = a; = 0 e os circulos verdes representam o residuo para o resultado
obtido pela equacdo (5.15) com a; = 1 e ag = a, = 0. Vale lembrar que esses resultados podem
ser obtidos usando a equacdo (5.18) com ¢ =0 e o = 1. Os quadrados azuis representam o

resultado da equagdo (5.18) com o =0, 6.

Um fato de vital importincia a ser observado € se a diferenca considerada estd dentro
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da margem de erro, isto é, dentro da barra. Sendo assim, pode-se observar que os valores
recuperados para o tridngulo vermelho estao, em média, fora da margem do erro experimental

e com grandes oscilagdes.

Analisando os circulos verdes, pode-se notar que para este caso os valores recuperados
estdo dentro da margem do erro experimental para valores pequenos de frequéncia e fora da

margem do erro experimental para grandes valores de frequéncia.

Reafirmando o que o gréfico da Figura 6.8 apresentou, € possivel visualizar com auxilio
da Figura 6.12 que a diferenca entre o espectro de radiacdo experimental e o calculado, repre-
sentado pelos quadrados azuis, estd dentro da margem do erro experimental e com pequenas

oscilagoes.

Em outras palavras, quando o € igual a zero, a solu¢c@o encontrada ndo minimiza a
norma residual (ver tridangulos vermelhos na Figura 6.12), com a presenca de grandes oscilacdes
(linha continua vermelha na Figura 6.8). Por outro lado, quando « € igual a um, é encontrado
uma solucgdo que se afasta do valor exato (ver circulos verdes na Figura 6.12), com uma grande
oscilacdo em grande frequéncia (linha continua verde na Figura 6.8). Portanto, existe um ¢ que
estabelece um bom equilibrio entre a norma residual e as oscilagdes, este o 6timo fornece a

solucdo desejada.

Todos esses resultados foram obtidos usando A = 3,16 x 10~!9. Para a soluciio encon-
trada pela equacio (5.18), com ot = 0,6 e A = 3,16 x 1079, a diferenca entre g experimental e

g calculado estd dentro do erro experimental € com pequenas oscilacoes.

Existem muitas outras situacdes em que € possivel testar a metodologia proposta neste
trabalho. Por exemplo, testar para outras formulacdes de derivadas fraciondrias, aplicar em ou-
tro protdtipo, aumentar o erro atribuido em g(Vv), testar para outras fungdes f(7') exatas, dentre

outras sugestdes que surgirdo. Todos essas propostas podem ser investigadas futuramente.

O método proposto neste trabalho chegou a ser testado para outras fungdes f(7) exatas.
Sendo assim, da mesma maneira que a funcdo (5.9) foi construida, pensando no valor de cada
parametro, outras fun¢gdes podem ser criadas. Neste trabalho, foram apresentadas duas outras
fungdes f(T) para comparagido com as fungdes calculadas. Essas equagdes sdo descritas a

seguir, equacgodes (6.7) e (6.8).
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B —(T —350).2 —(T —1750).2
f(T)=0.3exp <W) +0.7exp (W) (6.7)

_ tanh (T—2(2)50) +tanh (#0550)
- 2

f(T)

(6.8)

A Figura 6.13 representa a equacdo descrita em 6.7, assim como a subrotina fext2
permite construir o grafico descrito pela funcdo exponencial. Da mesma forma, a Figura 6.14
representa a equacdo (6.8), a qual envolve a fungdo tangente hiperbdlica. A subrotina fext3

constrdi a curva exposta na Figura 6.14.

Aplicando os casos descritos nas equagdes (6.7) e (6.8) na metodologia do trabalho,
foi possivel obter as Figuras 6.15 e 6.16. A mesma andlise realizada na Figura 6.8, pode ser

efetuada para estes novos casos.

Os melhores resultados foram encontrados quando se considerou a ordem da derivada
fraciondria o = 0,5, para o caso da Figura 6.15 e & = 0,6 para a descri¢dao da Figura 6.16. O
pardmetro de regularizacio considerado foi A = 4,47 x 10710 e 4 = 1,95 x 10719, respectiva-

mente.

A dimensao dos vetores g, f e da matriz K, assim como o coeficiente de variagao ora
de 5%, ora de 10%, foram mantidos. Mais uma vez, a modificacdo proposta (simbolo asterisco
azul) permitiu alcangar resultados melhores, com uma norma da solu¢do pequena, assim como
pequenas oscilagdes, quando em comparacdo com o modelo usual, isto é, quando & = O (linha

continua vermelha) ou ¢ = 1 (linha continua verde).



Figura 6.13 — Fungdo f(T') exata obtida através da equacdo (6.7).
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Fonte: Da Autora (2020).

function fext2(Tmax,delta,deltal,beta,betal)
%>>fext2(900,350,750,4500,7500)

afunc=0@(T) 0.3*exp(-(T-delta)." 2/beta)+0.7*exp(-(T-deltal). 2/betal);

T=0.01:5:Tmax;
a2=afunc(T);

figure(1)
plot(T,a2,'ko"')
xlabel ('T,K")
ylabel(*£(T)")

axis([0 900 0 0.8])

end

7



Figura 6.14 — Fungdo f(T') exata obtida através da equacdo (6.8).
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)
900

function fext3(Tmax,delta,deltal,beta)
%>>fext3(900,250,550,20)

afunc=0(T) (tanh((T-delta)/beta)+tanh((-T+deltal)/beta))/2;

T=0.01:5:Tmax;
a3=afunc(T);

figure(1)
plot(T,a3, 'ko"')
xlabel ('T,K")
ylabel(*£(T)")

axis ([0 900 0 1.15])

end
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Figura 6.15 — Comparacao entre a distribuicdo de temperatura exata (circulo), ob-
tida pela equacdo (6.7) e as calculadas. A linha continua vermelha foi
obtida pela equacdo (5.15) com ag = 1 e a; = ap =0 e alinha continua
verde pela equagdo (5.15) com a; = 1 e ag = a; = 0. O simbolo aste-
risco azul € a solug@o encontrada pela equagdo (5.18) com a = 0, 5.
Todos esses resultados foram obtidos usando A = 4,47 x 10719,
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Fonte: Da Autora (2020).

Os resultados apresentados nas Figuras 6.8, 6.12, 6.15 e 6.16, mostram que a modifica-
cdo proposta neste estudo € mais eficaz e mais flexivel do que o método tradicional, permitindo
obter resultados melhores mesmo quando se considera a resolu¢do de um problema mal colo-

cado, isto €, um problema com a presenca de erros experimentais.

Nao € possivel afirmar ao certo o que levou a melhoria da solu¢do quando utilizado
o operador derivada de ordem fraciondria. Para afirmar tal resultado, seria preciso entender

rigorosamente o que significa/representa Q.

Levando em consideracdo que a ordem fraciondria ainda ndo possui uma defini¢do
geométrica e fisica, além de ndo saber em quais situagdes sua aplicacdo € favordvel ou ndo,

muito ainda se precisa analisar e ser compartilhado por toda comunidade cientifica.

Entretanto, o que os pesquisadores engajados neste projeto de pesquisa sugerem € que

a melhoria aconteceu, em principio, devido ao fato da derivada fraciondria possuir uma norma
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Figura 6.16 — Comparacao entre a distribuicdo de temperatura exata (circulo), ob-
tida pela equacdo (6.8) e as calculadas. A linha continua vermelha foi
obtida pela equacdo (5.15) com ag = 1 e a; = ap =0 e alinha continua
verde pela equagdo (5.15) com a; = 1 e ag = a; = 0. O simbolo aste-
risco azul € a solu¢@o encontrada pela equagdo (5.18) com a = 0, 6.
Todos esses resultados foram obtidos usando A = 1,95 x 10719,
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Fonte: Da Autora (2020).

menor do que a derivada de ordem inteira.

Justificar tal afirmativa torna-se relativamente simples quando se considera, por exem-
plo, a derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov da fun¢do seno, de 0 a 27, com pequenos
erros. Realizando a derivada para @ = 0,2 (linha vermelha), o = 0,5 (linha preta), o« = 0,9
(linha azul) e ¢ = 1,0 (linha verde) obtém-se o ilustrado na Figura 6.17. As linhas pontilhadas

em cada curva representam a funcio seno sem a presenga de erros.

E possivel notar as pequenas oscilacdes quando se realiza a derivada de seno para
o =0,2, alinha vermelha continua (com erros) e a linha pontilhada (sem erros) possuem grande
similaridade. Para a derivada com valor de o = 0,5 (linha preta continua e pontilhada), é

possivel notar que as curvas come¢am a se diferenciar.

A partir da variagdo de o para valores maiores, por exemplo, & = 0,9, nota-se que

grandes oscilagdes comecam a aparecer (linha azul). Quanto mais se aproxima da derivada de
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Figura 6.17 — Derivada de Griinwald-Letnikov da funcio seno de 0 a 27w, com a
presenca de pequenos erros, para & = 0,2 (linha vermelha), o = 0,5
(linha preta), o = 0,9 (linha azul) e o = 1,0 (linha verde). As linhas
pontilhadas representam a funcao seno sem a presenca de erros.
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valor inteiro (linha verde), mais oscilagdes aparecem. Isto €, quanto maior a ordem da derivada,

maior a norma dessa derivada e, consequentemente, maiores oscilagdes ocorrem.

Desta forma, o uso de derivadas fraciondrias fornece uma grande motivacdo para serem
usadas no lugar de derivadas de ordem inteira. Através da Figura 6.17, pode-se visualizar a
afirmativa de que derivadas fraciondrias possuem uma norma menor do que as derivadas de

ordem inteira. A subrotina dfracsen, permite a constru¢cao do gréfico (6.17).

function dfracsen(sigma)
%>>dfracsen(0.0025)
randn('seed',1.7282¢e9);
hx=0.025;
x=0:hx:2*%pi;x=x"';

f=0(x) sin(x);

ferr=f (x)+sigma*randn(size(x));
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DGLO2=derivadaglm(x,hx,0.2);
DGLO5=derivadaglm(x,hx,0.5);
DGL09=derivadaglm(x,hx,0.9);
DGL1=derivadaglm(x,hx,1.0);

figure(1)

plot(x,DGLO2*ferr, 'r',x,DGLOS*ferr, 'k',x,DGLO9*ferr, 'b' ,x,DGL1*ferr,'g")
hold on
plot(x,DGLO2*f(x),'r:',x,DGLOG*f(x),'k:"',x,DGLO9*f(x),'b:',x, ...
DGL1xf(x),'g:")

xlabel('x"')

ylabel('d~{\alpha}sen(x)/dx~{\alpha}')

end

function [DGL]=derivadaglm(t,h,a)
for j=1:length(t);
N=ceil(t(j)/h);

i=1;

for k=N:-1:0
T(j,i)=(-1)"kx*cbg(a,k)/h"a;
i=i+1;

end

end

DGL=T;

end

function c=cbg(a,k)

w=1;

for j=1:k

w=wx(1-(a+1)/j);

end

c=w/(-1)"k;

end
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7 CONCLUSAO

Grandes avancos na Ciéncia e na tecnologia tém sido possiveis a partir dos tdo falados
Problemas Inversos. Sem duivida, os Problemas Inversos representam um novo horizonte para
a caracterizacao das ciéncias experimentais, onde se consegue modelar matematicamente, com

precisdo, fendmenos que ocorrem na natureza e em laboratdrios de pesquisa.

O mais interessante no estudo de Problemas Inversos é o fato de desenvolver o hibito
de “pensar inversamente”, pois considerando apenas o problema direto, a situagdo nao sera
analisada por todos os lados. No entanto, em muitos artigos, livros, textos em geral, € sempre
dado énfase a um determinado problema de forma direta. Isso pode ser atribuido muitas vezes
a tradicional forma de ensinar. Desta forma, pode-se dizer que parte do processo de visualizar/-
reconhecer um Problema Inverso estd relacionada com a intui¢do e essa depende, certamente,

da experiéncia de cada um.

De maneira andloga aos Problemas Inversos, investigacdes envolvendo o ainda timido
Célculo Fraciondrio podem contribuir fortemente com diversas dreas da Ciéncia. Este relativa-

mente novo ramo da Matematica vem conquistando cada vez mais seu espaco.

Considerando que o papel central da Ciéncia estd direcionado as perguntas, para os
amantes da Ciéncia, trabalhar com Calculo Fracionario traduz o mais empolgante de ser cien-
tista. Partindo deste pensamento, pode-se entender o grande fascinio que € trabalhar neste novo
ramo da matematica. Diferente do calculo tradicional, de ordem inteira, o Calculo Fracionario
ainda possui muitas questdes levantadas desde a sua origem e que nao foram respondidas até o

momento.

Para alguns, isto gera um desestimulo para trabalhar com estes conceitos. No entanto,
para aqueles cientistas que compreendem a questdo central de toda a Ciéncia, as perguntas, se

fascinam com o quanto ainda se pode descobrir com este novo ramo.

Do ponto de vista de atigar a curiosidade de pesquisadores, o Cdlculo Fracionario exe-
cuta este papel com maestria. Com certeza, todo cientista que se dispde a investigar este ramo
e que se propde a entender alguns conceitos, percebe o grande alcance que esta drea pode pro-

porcionar.
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Neste cenario, um emaranhado de técnicas de Problemas Inversos atrelados a técnicas
do Célculo Fraciondrio, certamente agrega uma complexidade, no entanto, a0 mesmo tempo,
gera uma importante investigacdo que pode proporcionar grandes frutos para a Ciéncia no fu-

turo.

Em linhas gerais, pode-se concluir com a execugdo deste trabalho que, ao propor uma
solugdo que dependesse de dois pardmetros (A e @), obteve-se uma maior flexibilidade para
modelar a solucdo de interesse. Como foi possivel notar, mantendo um parametro fixo, neste

caso A, pode-se modular um & que melhor se adequou ao resultado pretendido.

Outro destaque importante deste estudo consiste no espago de solucio que cada proposta
possui. A proposta deste trabalho forneceu um espacgo de solucdo bem maior que o espago de
soluc¢do da proposta de Tikhonov. No método de regularizacdo de Tikhonov, o pdde assumir
apenas trés valores, 0, 1 ou 2. Ja a proposta da derivada fracionaria permitiu que o ¢ variasse

de 0 até 2. Além disso, essa proposta pode recuperar as sugestdes da técnica de Tikhonov.

Em outras palavras, o presente trabalho mostrou que esta modificagdo da derivada de
ordem inteira, para a derivada de ordem fraciondria, foi mais eficaz, ora com o = 0,6, ora com

a = 0,5, do que com o método de Tikhonov com o valores inteiros para as derivadas.

Além disso, mesmo considerando a presenca de erros experimentais (coeficiente de
variagdo de 5% e 10% em dados simulados), isto €, mesmo se tratando de um problema mal

colocado, a metodologia proposta forneceu melhores resultados do que a técnica tradicional.

Desta forma, o aprimoramento proposto no método de Tikhonov levou a melhores re-
sultados do que aqueles do método usual de regularizacido, melhora essa que foi reconhecida
quando a comparagdo foi feita usando o problema inverso da radia¢do de corpo negro. Sendo
assim, pode-se inferir que a aplicagdo de conceitos do Calculo Fracionario melhorou a resolug@o

de um Problema Inverso, como almejado no inicio de todo o estudo.
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PERSPECTIVAS

A expectativa € que o estudo aqui desenvolvido possa servir de ponto de partida para
outros trabalhos. Alguns topicos foram destacados a seguir para que, em um futuro, possam ser

investigados. Sao eles:

a) aprimorar o método de obtengdo da ordem fraciondria, o;
b) aplicar o modelo proposto neste trabalho em outro prot6tipo;

¢) incluir o modelo fraciondrio da técnica de regularizacao de Tikhonov, proposto neste

trabalho, no estudo de Redes Neurais Artificiais de Hopfield;
d) aumentar o erro atribuido a g(v); e

e) alterar a derivada fraciondria utilizada.
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APENDICE A - A procura pela Luz Ideal

Antes de iniciar, € importante salientar que o conteido abordado no texto descrito neste
APENDICE seguiu a abordagem feita nos livros: “A face oculta da natureza: o novo mundo da
fisica quantica”, de Anton Zeilinger (2005) e “Fisica Quantica: Atomos, Moléculas, Sélidos,

Niicleos e Particulas, dos autores Eisberg e Resnik (1979).

A defini¢do sobre Radiacdo de Corpo Negro aqui exposta, foi brilhantemente abordada
por Anton Zeilinger em seu livro, além de diversas outras descricdes importantes sobre a Fisica
Quantica em um contexto geral. Recomenda-se, com satisfacdo, a leitura deste livro. Além
disso, procurou-se abordar, de maneira sucinta, os estudos sobre da radia¢do de corpo negro
com foco nos trabalhos de Rayleigh-Jeans e Max Planck, parte essa extraida do excelente livro

de Eisberg e Resnik.

No fim do século XIX, estava em debate nos paises industriais, uma questao a respeito
de duas novas tecnologias que eram de grande importancia para a iluminacao das cidades. O
dilema consistia em qual tipo de fonte de ilumina¢@o era mais apropriada, gds ou eletricidade.

O impasse consistia em descobrir qual tipo de iluminacdo fornecia mais luz € menos custo.

Dessa forma, era necessario realizar medicoes fisicas muito exatas para que entao fosse
possivel comparar a luz a gés e a luz elétrica, relativamente mais recente na época. Sendo assim,

os fisicos se mobilizaram para conseguir realizar tais medi¢des.

Surgiu-se, inicialmente, a proposta de se comparar diretamente as duas fontes de ilumi-
nacdo. No entanto, os cientistas, logo no inicio, se depararam com grandes dificuldades, pois,
como se sabe, a luz emitida depende de intiimeros fatores. Por exemplo, a luz elétrica € depen-
dente da constitui¢dao do filamento incandescente e seu formato, da quantidade de energia que
€ transmitida, do gés que ocupa o frasco de vidro, dentre outros. O caso da luz a gis também ¢é

dependente de fatores semelhantes.

Sendo assim, foi proposto que ao invés de se comparar as duas fontes de luz direta-
mente, que a comparacao fosse feita com uma fonte de luz ideal, em que as propriedades ndo

dependessem desses parametros, ou seja, uma fonte que gere uma “luz ideal”.

Algo curioso € que os fisicos tinham acabado de descobrir, naquela mesma época,



91

uma fonte de luz ideal. Eles criaram um modelo de corpo aquecido, o qual chamaram de
Corpo Negro, que se tratava de uma esfera oca com um pequeno furo conectando sua superficie
externa com a cavidade em seu interior. Esse corpo ideal, Figura A.1, possuia a habilidade de
nao refletir nenhuma luz, qualquer que fosse a fonte - uma lampada ou holofote - ele sempre

iria parecer negro, dai o nome.

Figura A.1 — Ilustrac@o esquemadtica de um corpo negro.

Fonte: SOLYOM; RICHTER (2014).

Estudos realizados naquela época apontaram que a luz no interior de uma cavidade era
dependente apenas da temperatura de suas paredes e ndo da sua constitui¢do. Como se sabe, um
corpo incandescente emite luz. Por exemplo, uma chapa de ferro aquecida: inicialmente ficarad
preta, mais tarde ficard em um vermelho escuro e, quanto mais quente, mais brilho apresentara.
Nota-se, portanto, que ndo somente a intensidade da luz emitida se altera, mas também a cor
transmitida, sendo totalmente dependentes da temperatura. Essa afirmagdo € valida a medida

em que todas as paredes da cavidade possuem a mesma temperatura.

Ao se incandescerem, as paredes da cavidade podem emitir e absorver luz ao mesmo
tempo. Como se sabe, toda superficie (como por exemplo, as paginas desta dissertacao) absorve
uma parte da luz incidente sobre ela e reflete uma outra, de modo que podemos visualizar os

objetos. O mesmo € vdlido para as paredes da cavidade (Figura A.1).

Sendo assim, a luz presente no interior da cavidade aumentard com a emissao de luz
das paredes e diminuird por causa da quantidade de luz absorvida por elas, fornecendo, auto-
maticamente, um estado de equilibrio. Tal equilibrio € alcancado quando as paredes emitem e
absorvem a mesma quantidade de luz, dependendo, evidentemente, da temperatura. Este estado

de equilibrio € denominado como equilibrio térmico.
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A independéncia da quantidade de luz, da constitui¢do das paredes do interior da ca-
vidade que estava sendo investigada naquela época, era entdo justificada pelo equilibrio men-
cionado, pois a propor¢do entre a quantidade de luz emitida e absorvida por uma determinada
temperatura, era igual para todos os corpos. O que estava sendo descrito dentro da cavidade era,
portanto, uma fonte de luz ideal, pois a luz emitida ndo dependia das propriedades da fonte de
luz. Surgia entdo a luz ideal buscada, com a qual se podia comparar todas as outras fontes de

luz.

A dificuldade do momento era como utilizar a luz ideal na pritica. A proposta era
utilizar uma cavidade bem grande em que seria possivel fazer um buraco extremamente fino,
através do qual se escaparia luz, independente de qual fosse a temperatura. A intencdo era
fazer um buraco tdo fino, que a luz contida no interior da cavidade se alteraria sutilmente com a
emissao da luz por este pequeno orificio. Essa “luz” que escapava da cavidade foi tratada como
radiagdo de corpo negro. Encontra-se entdo a “luz ideal” que pdde finalmente servir como fonte

de comparagdo para a luz a gis e para a luz elétrica.

Nos tempos atuais, o impasse a respeito de qual fonte de iluminag@o fornece mais luz
e menos custo estd resolvido de modo incontestavel. No final das contas, foram as forcas do
mercado que determinaram essa decisdo. No entanto, os experimentos desenvolvidos naquela
época no Instituto Imperial de Fisica e Tecnologia de Berlim, a respeito da luz ideal, tiveram

consequéncias insatisfatorias para os fisicos.

Como era evidente, por uma questdo de principio, a cor da luz de uma cavidade depen-
dia apenas da sua temperatura. No entanto, por muito tempo os fisicos ndo foram capazes de dar
uma explicagdo estritamente tedrica para o caso da luz, cobra-se aqui ndo somente exemplos,
mas sim um formalismo matematico, descrevendo assim uma situagdo completamente insatis-
fatéria para esses cientistas (considerando também que um dos objetivos da fisica é explicar

todos os fendmenos naturais da maneira mais simples possivel).

Ao se falar de luz ideal, era desejado ter um enunciado matemaético exato a respeito da
quantidade de luz emitida pela cavidade e sobre sua cor. O desenvolvimento dessa teoria sobre
a radiacdo do corpo negro foi, mais tarde, elucidado pelo célebre fisico alemdao Max Karl Ernst
Ludwig Planck (1858 — 1947), considerado por toda comunidade cientifica como o pai da fisica

quantica.
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Contudo, antes que Planck propusesse sua teoria, muitos outros cientistas tentaram
explicar o fendmeno da luz, propondo modelos e mais modelos. Dentre eles, se destacam:
Kirchhoff - sendo ele autor do termo corpo negro; Stefan-Boltzmann; Wien - onde o termo
deslocamento de Wien ficou conhecido; e Rayleigh-Jeans - a partir do trabalho desses dois

cientistas, pode-se dizer que a histéria da fisica tomou um novo rumo.

Tudo comecou quando Rayleigh-Jeans propds um modelo, equagdo (A.1), para descre-
ver a densidade de radiacdo dentro de um corpo negro, pr(Vv), onde a frequéncia esté represen-
tada por v; k, a constante de Boltzmann; 7', a temperatura; e, ¢, a constante da velocidade da luz.
No entanto, ao comparar com o modelo experimental, logo se notou uma enorme discrepancia

com o que a teoria cldssica propunha.

_ 8mwviT

——dv (A.1)
C

pr(v)

O gréfico ilustrado na Figura A.2, da densidade de energia pela frequéncia, mostra

a comparacdo das previsdes da equacdo de Rayleigh-Jeans com os dados experimentais. A
discrepancia entre as curvas é evidente. E notério que no limite de baixas frequéncias, o espectro
classico se aproxima dos resultados experimentais, mas a medida que a frequéncia cresce, a
previsdo tedrica vai pra infinito. J4 o experimento mostra que a densidade de energia sempre

permanece finita, como de fato deveria permanecer.

Em baixas frequéncias, notava-se que o modelo tedrico concordava com o modelo expe-
rimental. Entretanto, a medida que a frequéncia aumentava, ou seja, chegava perto da regido do
ultravioleta, a diferenga ficava cada vez maior. Este episddio ficou conhecido como Catastrofe
do Ultravioleta. Foi este cendrio que Planck encontrou ao iniciar seus estudos sobre radiacao

de corpo negro.

A grosso modo, o caminho diferente que Planck tomou foi considerar algo totalmente
novo na época, o conceito dos quanta. No trabalho de Rayleigh-Jeans, foi considerado que a

energia média das ondas estaciondrias (€) dentro de um corpo negro era igual a KT apenas.

Planck nao achava correto o fato da energia média das ondas estaciondrias dentro de
um corpo negro nao ter nenhuma relagdo com a frequéncia (v) dessas ondas. Entdo, logo no

inicio, o fisico alemdo imaginou que a energia média deveria ser uma varidvel que dependesse
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Figura A.2 — Gréfico da densidade de energia (pr(Vv)) pela frequéncia (v), segundo
a formulacdo proposta por Rayleigh-Jeans para a radiacdo de corpo

negro.
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Fonte: EISBERG; RESNICK (1979).

da frequéncia, isto é, €(V).

A grande contribuicao de Planck surgiu quando ele sugeriu que a energia de cada onda,
€, fosse tratada como uma varidvel discreta. Dessa forma, era necessario que o célculo da

energia média, €, fosse feito através de somas, ao invés de uma integral.

Em outras palavras, o fisico teérico propds que se modificasse o célculo da energia
média tratando a variavel como se fosse, ao invés de uma varidvel continua (calculada através
de uma integral, como ela sempre foi considerada pela fisica cldssica), uma varidvel discreta,

ou seja, descrita por um somatorio, como mostram as equacdes (A.2 - Rayleigh-Jeans) e (A.3 -

Max Planck). A fungdo P(g) = # representa a fungado distribui¢do de Boltzmann.
Y €P(g)de
£= —fow () (A.2)
Ji Ple)de
= 0 EP(€
anOP(S)

Planck sup0s que a energia de cada onda individual, €, poderia ter apenas certos valores
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discretos, ao invés de qualquer valor, e que os valores discretos da energia fossem uniforme-
mente distribuidos. Esses valores discretos, ou melhor, pacotes de energia, foram nomeados

pelo proéprio fisico como qguanta, onde surge a equagdo € = nhv, sendo h, a famosa constante

de Planck.

Esta nova contribui¢do para a energia das ondas, incluida na equagao (A.3), fornece
a nova equagdo para o célculo da energia média das ondas estaciondrias dentro de um corpo

negro, equacao (A.4).

hv
(v)= VKT _ |

£ (A4)

A férmula que ele imediatamente obteve para a densidade de energia, pr(Vv), do espec-
tro do corpo negro, usando esse resultado para €(v) em vez do valor cldssico € = kT, usada por
Rayleigh-Jeans, estd ilustrada pela equacdo (A.5). Trocando a frequéncia v pelo comprimento
de onda A, v = ¢/A, tem-se a equagdo (A.6). Essa é entdo a formulagdo proposta por Max

Planck para a radiacdo de corpo negro.

_ 8av?  hv
PrV) =5 Jwir |

dv (A.5)

8mhc 1
pr(d) = —5 T

dA (A.6)

A Figura A.3 demonstra, por meio da equacdo (A.6), a previsdao de Planck para a den-
sidade de energia (linha sélida) comparada aos resultados experimentais (circulos) para a den-

sidade de energia de um corpo negro, a uma temperatura de 1595K.

Nota-se, portanto, que os resultados experimentais estdo de total acordo com a férmula
de Planck. E importante salientar que Planck ndo alterou a distribui¢io de Boltzmann. “Tudo”
o que ele fez foi tratar a energia das ondas estaciondrias, oscilando senoidalmente com o tempo,

como uma grandeza discreta em vez de continua.

Em 14 de dezembro de 1900, Planck apresentou essas ideias na certamente mais histo-

rica sessdo da Sociedade de Fisica de Berlim. Esse episddio é considerado a hora de nascimento
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Figura A.3 — Gréfico da densidade de energia (pr(4)) pelo comprimento de onda
(1), segundo a formulag¢@o proposta por Max Planck para a radia¢ao
de corpo negro.
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Fonte: EISBERG; RESNICK (1979).

da fisica quantica. De inicio, muitos ndo deram crédito para a teoria dos quanta, inclusive o
proprio Planck. O unico a dar crédito a teoria foi Einstein, em seu trabalho sobre o efeito fo-
toelétrico, onde pdde enfim comprovar a teoria dos quanta. Foi a partir dai, que a nova teoria

quantica comecou a ganhar forca.

Atualmente, a fisica quantica ¢ o fundamento de muitas dreas da alta tecnologia mo-
derna. O laser, por exemplo, ndo seria imagindvel sem a fisica quantica. Sem ela, ndo terfamos
os semicondutores. Sem os semicondutores ndo haveria o computador moderno que, por sua
vez, ndo possibilitaria a invencao de coisas tdo importantes como telefones celulares - isso sem
dizer que hoje, em quase todos os aparelhos modernos, inclusive o automével, existem peque-
nos computadores embutidos. A fisica quantica tornou-se assim o fundamento de uma grande

parte da economia dos paises industriais.
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APENDICE B - Algoritmo

st st st sfe s sfe s sk sk sk sk sk sk st st sfe s sk s she sk sk sk sk sk sk sk st sfe s s sfe sk sk sk sk sk sk st st sfe s sk s sfe sk sk sk sk sk sk sie st st sfe s sfe sk sk sk sk stk sk ste st sfe s s sk sk skokokok

Algoritmo desenvolvido pelo grupo de pesquisa de Quimica Matemadtica do Instituto de Qui-

mica - UNIFAL-MG, com coordenac¢ao do professor e pesquisador Dr. Nelson H. T. Lemes.

st st st sfe s sfe sk sk sk sk st sk st st sfe s sk sk sk sk sk skt sie st st sfe sk sk sk sk sk sk skostieosie st st sfe s sk s sk sk sk sk sttt ste st st sk s sk sk sk sk skosioteoteoste st sk sk skoskoskoskoskokokok

function pinverso9(n,m,sd,alpha,numlam)

close all

ol ToToto o ToTo o o o JoTo o oo ToTo o o ToFo o o o To o o o Jo T To o o To T o o o To Fo o o To T o o o To Fo 1o o o o
Hlohhhtetotstly PROBLEMA DIRETO %%%%% %kl lototstslotatololototststotototoole
b=900;

nl=30; delta=450;
afunc=0(T) exp(-(T-delta)."~2/25000);
%»>>pinverso9(25,150,5,0.6,26)

%nl1=100;
hafunc=0(T) (tanh((T-250)/20)+tanh((-T+550)/20))/2;
%»>>pinverso9(25,150,5,0.6,82)

%nl1=100;
hafunc=0(T) .3*exp(-(T-350).72/4500)+.7*exp(-(T-750).72/7500);
»>>pinverso9(25,150,5,0.5,86)

n=n-1; m=m-1;

vzero=le-2;

a=vzero; c=vzero; d=2el4; dy=(b-a)/m; dx=(d-c)/n;
x=c:dx:d; x=x'; 1i=0:m; y=a+ixdy; y=y';

hy=(b-a)/(m-1) ;



T=y; %K
v=x; YHz
h=6.626070040e-34; 7%J.s
k=1.38064852¢-23; %J/K
€=2.99792458e8; %m/s

for i=1:n+1
for j=1:m+1
K(i,j)=1./(exph*v(i)/&*T(j)))-1);
end

end

wpar=ones (n+1,m+1) *xdy/3;
wpar(:,2:2:m)=wpar(:,2:2:m) *4;
wpar(:,3:2:m-1)=wpar(:,3:2:m-1)*2;

Kpar=wpar.*K;

randn('seed',1.7282e9);

fext=afunc(T);

figure(1) %Figura 6.1
plot(y,fext,'ko')
xlabel('T,K")

ylabel('£(T)"')

axis ([0 900 O max(fext)*1.2])

const=2xh*v."3/c"2;
sc=repmat (const,1,m+1);
K=Kpar.*sc;

wext=Kxfext; Wext=wext;



CV=sd;
sdp1=(CV/100) . *Wext (1:15);
sdp2=2*(CV/100) . xWext (16:end) ;
sdp=[sdpl; sdp2];
simerro=sdp.*randn(size (Wext)) ;

W=Wext+simerro;

figure(2) %Figura 6.2 e 6.3
plot(x,Wext, 'ko',x,W, 'kx')
axis ([0 2e14 0 max(Wext)=*1.2])
hold on

errorbar (x,Wext,sdp,'k")
xlabel('\nu,Hz"')
ylabel('g(\nu) ")

clear a; a=fext;
Dol Tooto ToToTot To To o Toto To foTo FoFo o o To Jo o Fo o To Fo o Fo o o o o Yoo Fo o o Yoo Fo oo Fo 1o o o o Yoo o o o o
Dototototolototstote PROBLEMA INVERSQ %% %% otstototstotetototstotetototstotetotots ot

Imin=-17;
Imax=-8;

dl1=(1lmax-1min)/nl;

DGLO=derivadaglm(y,hy,0);

i=1;

for 1lk=Imin:dl:1lmax
lambda=10"1k;

al=(K'*K+lambda~2*DGLO) \ (K'*W) ;

f=al; Kf=Kxf;

normrt (i)=norm(Kf-W) ;

normft (i)=norm(f) ;
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lambdaq(i)=lambda;
i=i+1;

end

format long e

figure(3) %Figura 6.5 e 6.7
loglog(normrt ,normft, 'k-')

hold on

ik1=numlam; %26

lambdaq(ik1)

loglog(normrt (ik1) ,normft (ik1), 'ks')

ylabel('[I£I]")
xlabel(' | [Kf-gl|")

DGL=derivadaglm(y,hy,alpha);

i=1;

for 1lk=Imin:dl:1lmax
lambda=10"1k;

al=(K'*K+lambda~2*DGL) \ (K'*W) ;

f=al; Kf=Kxf;

normrtal (i)=norm(Kf-W) ;

normftal (i)=norm(f);

lambdaq(i)=1ambda;

i=i+1;

end

loglog(normrtal,normftal, 'k:"')



loglog(normrtal (ik1) ,normftal(ik1), 'ko")

#RESULTADO FINAL

lambdaot=1lambdaq(ik1) ;

DGLO=derivadaglm(y,hy,0);
DGLa=derivadaglm(y,hy,alpha);
DGL1=derivadaglm(y,hy,1);
DGL12=derivadaglm(y,hy,1.2);
DGL2=derivadaglm(y,hy,2);

icond=cond (K'*K)

a4=(K"*K)\ (K'*W) ;

ab=(K'*K+lambdaot~2*DGLO) \ (K'*W) ;
a6=(K'*K+lambdaot~2*DGLa)\ (K'*W) ;
a7=(K'*K+lambdaot~2*DGL1) \ (K'*W) ;
a8=(K'*K+lambdaot~2*DGL12) \ (K'*W) ;
al0=(K'*K+lambdaot~2*DGL2) \ (K'*W) ;

figure(4) %Figura 6.8
plot(y,a,'ko',y,ab,'r-")

axis ([0 900 -max(a)*0.5 max(a)*1.5])
hold on

plot(y,a6, 'bx-")

plot(y,a7,'g-")

xlabel('T,K")

ylabel('£(T)"')

figure(5) %Figura 6.12
v1=[0, 2e14];v2=[0, 0];
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plot(vl,v2,'k-")

hold on

axis ([0 2e14 -max(sdp)*1.5 max(sdp)*1.5])
plot (x,K*ab-W,'rv')
plot(x,Kxa6-W, 'bs")
plot(x,Kxa7-W, 'go")
xx=zeros (size (Wext));
errag=sdp;
errorbar(x,xx,errag,'k')
xlabel('\nu')
ylabel('g~{cal}-g~{exp}')

i=1;

for alphal=0:0.05:2
DGL=derivadaglm(y,hy,alphal);
a3=(K'*K+lambdaot~2+DGL) \ (K'*W) ;
f=a3; Kf=Kxf;
normrt3(i)=norm(Kf-W);

normft3(i)=norm(f);

DGL=derivadaglm(y,hy,1);

normft3b(i)=norm(DGL1*f) ;

alphaq(i)=alphal;
i=i+1;

end

format long e

figure(6) %Figura 6.6

semilogy(alphaq,normft3b, 'k-")

hold on
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alnum=find (abs(alphag-alpha)<le-5);
semilogy(alphaq(alnum) ,normft3b(alnum), 'ks')
ylabel(' | ID~{(1)} f_{\lambda,\alpha}(T)|[")
xlabel('\alpha')

fmg=inv (K'*K) *K' *W;

figure(7) %Figura 6.4

plot(y,fmq, 'k-',y,fext,'ko")

xlabel ('T,K")

ylabel ('£(T)")

axis ([0 900 min(fext)*1.2 max(fext)*1.2])

figure(8) %Figura 6.9

plot(y,al0, 'k-',y,fext,'ko")

xlabel ('T,K")

ylabel ('£(T)")

axis ([0 900 min(fext)*1.2 max(fext)*1.2])

figure(9) %Figura 6.10

plot(y,a8, 'k-',y,fext, 'ko")
xlabel('T,K")

ylabel('£(T)")

axis ([0 900 -max(a)*0.5 max(a)*1.5])

figure(10) %Figura 6.11

v1i=[0, 2e14];v2=[0, 0];

plot(vi,v2,'k-")

hold on

axis ([0 2e14 -max(sdp)*1.5 max(sdp)*1.5])
plot(x,K*a4-W, 'ko")

xx=zeros (size(Wext));
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errag=sdp;
errorbar(x,xx,errag,'k')
xlabel('\nu')
ylabel('g~{cal}-g~{expl}"')

end

function [DGL]=derivadaglm(t,h,a)

for j=1:length(t);

N=ceil(t(j)/h);

i=1;

for k=N:-1:0
T(j,1)=(-1)~kxcbg(a,k)/h"a;
i=i+1;

end

end

T(1,1)=1; T(1,2)=0;

DGL=T;

end

function c=cbg(a,k)
w=1;
for j=1:k
w=wk(1-(a+1)/j);
end
c=w/(-1)"k;

end
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